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Introduccion

Clasificacion Supervisada

X1 X5 C
(V) Dy | 0 REO R Y
(@ @) | O 2@
(™), )y | ) MOD O
az(N“) ng—H) x?(zN—H) 299




Introduccion

Regresion lineal

Si denotamos por C' a la variable a predecir, y por
X1,...,X, alas n variables predictoras, el paradigma de
regresion lineal se expresa de la manera siguiente:

98(x) = Bo + A X1 4 .+ Bu X = B0 + D01, BiXs = BTx
donde g5(x) es la funcidn lineal y 5* es el vector de los
parametros (llamado tambiéen vector de pesos).
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Introduccion

Regresion lineal: problema de aprendizaje

N

1) = 5 3 lola?) — P

1=1

donde J(() es simplemente la funcion de coste de
minimos cuadrados.

El objetivo es encontrar 5 que minimiza J(3).
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El modelo logistico

La regresion logistica se basa en la funcion logistica:

1 1
fo(x) = 1 + e~ (Bot+22iy BiXi) g + e—F'x
donde,
dm f(x) = 0
S flx) =1
fO) = o

f'x) = f)(1-f(x)

Esta funcion es muy usada en Ciencias de la Salud: los parametros tienen una
interpretacion en términos de riesgo
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El modelo logistico

Asumiendo que la variable clase C es binaria, el
paradigma de regresion logistica se expresa de la manera
siguiente:

1
PC=1:0) = f5(x) = 1
—3Tx
PC=0pf) = 1-fs(x) = T—m

donde 3! es el vector de los pardmetros que deben ser
estimados a partir de los datos, y x es el vector de las
variables predictoras.
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Estimacion maximo verosimil de los parametros

Para una funcion densidad de probabilidad dada por:

P(C|x;8) = f3(x)“.(1 — fa(x))' =€

La funcién de verosimilitud asociada a una muestra de tamarfo N viene dada por:
i (J) (J)
) \e'd ' —c\J
L(x,C;8) = [ [ fo(x)".(1 = fa(x9))!
j=1
cuya funcion logaritmo viene dada por:

N N
InL(x,C;3) =1lg(x,C) = Z c(j>lnf5(x(j>) + Z (1 — c(j>) In (1 — fg(x(ﬂ)
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Estimacion maximo verosimil de los parametros

El Método de Newton-Raphson

AN

G—5_ f(5)

1'(8)

Aplicando esta regla a nuestro modelo de regresion logistica (f(3) = V glg), tenemos:

AN AN

B:= 83— H 'Vgls(x,C).

2]

B
9B; 00,
i,J = 1,...,n, donde n el niumero del los parametros. V g es el vector gradiente de

valores Vg.lg = glﬁé i=1,..,n.

donde l3(x, C) es la funcion log-verosimil, H;; = es la matriz Hessiana
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Estimacion maximo verosimil de los parametros

Para un ejemplo de entrenamiento (x(/), ¢(4)), tenemos:

olg c(7) (- c))  9fg(x9) dlg

0B  fa(x@)) 11— fg(z(®) 0B;  0B;

olg c(7) (1-— C(j)) () ) o(ATx)
dlg

G LR

Adoptando una notacién matricial, tenemos:

Vils = (C — fa(x))x
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Estimacion maximo verosimil de los parametros

La matriz Hessiana viene dada por:

H = 5-5pla = —xT 2 fal) = —xT a6 (1~ faGa)x

H=—xTWwx

donde W es matriz diagonal con elementos f5(x))(1 — fg(z(9))),j =1,...,N.

Finalmente, la regla de adaptaciéon de Newoton-Raphson viene dada por:

B = B\—i— (xIWx)"(C — fa(x))x
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El modelo logistico: Interpretacion en términos de riesgo

risk ratio (RR(x, X))

¢ Variables: C Enf er mredad Coronari a (1 si,0no); X1 Nivel de Col esterol
(1 alto, 0 bajo), X2 Edad, y X3 Resul tado del El ectrocardi ograma (1
anormal, 0 normal)

® Parametros (N = 609 casos): 3o = —3,911 B =0,652 B2 =0,029 B3 =0,342
¢ Comparar el riesgo para dos patrones: x = (1,40,0) y x’ = (0,40, 0)

® P(C=1Jx)=P(C=1|X1 =1, Xy = 40, X3 = 0)

_ ) )
= .= (=3,911 + 0,652(1) + 0,020(40) + 0,342(0)) _ %"

°® P(C=1|x')=P(C =1|X1 =0, X3 = 40, X3 = 0)

— : = 0,060
1+e— (—3,911 4+ 0,652(0) + 0,029(40) + 0,342(0)) ™

o AN P(C:1|X) _ P(C:1|X1:1,X2:40,X3:0) _ 0,109 _
RR(x,x") = P(C=1|x') — P(C=1]X,=0,X5=40,X35=0) _ 0,060 1,82

¢ Para una persona con 40 afios y electrocardiograma normal, el riesgo se
multiplica casi por dos al pasar de un nivel de Col est er ol bajo(0) a uno alto (1)
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El modelo logistico

* odds ratio OR(x) = fﬁf;i'ﬁl)

* Modelo logistico en forma logit

logit (P(C'=1|x)) =Iln OR(x) = In [f}fgi‘flz{)}
= ... =0+ i, Bixi

* In OR(0)) = By
* x = (1,40,0), x' = (0,40,0)
logit P(C =1|x))=0p+1-614+40- 582+ 0- 35
logit P(C =1|x")) =8By +0-06;,+40- 32 +0- (3
logit P(C = 1|x)) — logit P(C = 1|x")) = 4
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El modelo logistico

Teorema: En un modelo de regresion logistica, el coeficiente
3; representa el cambio en el logit resultante al aumentar
una unidad en la i-ésima variable X;(i = 1,...,n)

Demostracion: x = (x1,...,%;,...,T,) Y

x' = (1,...,7,...,x,) verificando z; = 2, paratodo j # i

17

logit (x') — logit (x) = B +Z@az — (ﬁo +Z@xz> =

6@372 _ 6@xz — 6@(372 + 1 — xz) — ﬁz
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El modelo logistico

* risk odds ratio ROR(x',x) = % — Xt Bilaf—xi)

* Mide el riesgo del odds ratio de x’ frente al odds
ratio de x

* Puede expresar de manera alternativa como:

ROR(x',x) H — Pl@—a1) | fBn(ah—an)
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Test de la razon de verosimilitud

* Compara dos modelos de regresion logistica: el
modelo completo frente al modelo reducido
—submodelo del completo—

* El test de la razdn de verosimilitud compara —2 veces
el logaritmo neperiano de un cociente entre las
verosimilitudes del modelo completo y el modelo
reducido, con el percentil correspondiente de una
distribucion chi-cuadrado

* Hipotesis nula: los parametros de las variables que
forman parte del modelo completo, pero no del modelo
reducido, valen cero
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Test de la razon de verosimilitud

Model o 1:
Model o 2:
Model 0 3:

Oglt Pl(O = 1|X) = o+ 612?1 -+ 622?2
Og|t PQ(C = 1|X) = + 511’1 -+ 521’2 -+ 531’3
ogit

P3(C = 1|x) = a+ fix1 + Boxs + Psxs + fax173 + B51203

* Mbdel o 1 —modelo reducido- frente al Model o 2
—modelo completo—

* Mbdel o 2 —modelo reducido- frente al Model o 3
—modelo completo—
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Test de la razon de verosimilitud

Model o 1: logit P; (C = 1|X) =a+ Bi1x1 + Boxo
Model o 2: logit P2(C = 1|X) = o+ B1x1 + Baxa + B3x3
Hy :,83 — 0 frente a H; :,83 #O

¢ Si X3 hace que el Model o 2 se ajuste mucho mejor a los datos que el Mbdel o 1

—~ ] —~ L1 L1
entonces Lo serda muchomayorque L1 — — ~ 0 —= In— >~ —0c0 —
Lo Lo

I
—2[7?,;1 ~ 400
Lo

—~

L, L
® Cuanto mayor sea el valor de —2In—<= mas en contra estaremos de la hipotesis
Lo
nula Hy : B3 =0

© —ZZn% sigue —cuando N es suficientemente grande— bajo la hipotesis nula Hy
2

una distribucién de probabilidad x?2, con r igual al nimero de pardmetros que en
el modelo completo deben igualarse a cero para que dicho modelo completo
coincida con el modelo reducido
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El test de Wald

* SoOlo puede ser usado para testar un unico parametro:
Hy:B;,=0frentea Hy: 3, #0

* Valido para testar el Model o 2 frente al Model o 1.
No sirve para testar el Model o 3 frente al Model 0 2

@7
S,

J

* Estadistico de Wald para la variable X:

* Se verifica que —= ﬂ” ~ N(0,1) o lo que es equivalente,

S,
B\ 2
Sﬁj

J
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