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Cantidad de informacion

Urna con 9 bolas negras y 1 bola blanca. Se efectian
extracciones sin reemplazamiento

@ Se saca una bola blanca. Este suceso proporciona una
alta informacion, ya que la incertidumbre sobre la siguiente
extraccion desaparece

@ Se saca una bola negra. La informacion que proporciona
este suceso es pequefa, ya que la incertidumbre acerca
de la siguiente extracciéon se mantiene
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Cantidad de informacion como medida de reduccion de la
incertidumbre

@ Al lanzar un dado si nos dicen que ha salido:

@ un numero menor que 2, mas informacion (reduce mas la
incertidumbre) que
@ si nos dicen que ha salido un nimero multiplo de 2
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@ X variable aleatoria con posibles valores xi,... x5y
probabilidades asociadas p(x1), ..., p(xn)
® I(x;) = —log, p(x;)
e Sip(x)=1=I(x;)=0
e Sip(x)=0=I(x)=+oc0
@ Cuanto mas probable es un suceso menor cantidad de
informacion aporta
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Entropia de una variable

@ X variable aleatoria discreta con posibles valores xq, . . . Xn y probabilidades
asociadas p(x1), . . ., p(Xn)

@ /(X) variable aleatoria cantidad de informacién asociada a X, con posibles
valores /(x1), ... 1(xn) y probabilidades asociadas p(x1), - .., p(xn)

@ Se define la entropia de Shannon (1948), H(X), de una variable aletoria discreta
X como la esperanza matematica de la variable aleatoria asociada /(X)

H(X) = E(I(X)) = = >_ p(x;) logz p(x))
i=1

@ Sip(x;) = 0, la indeterminacion p(x;) log, p(x;) se resuelve asignandole el valor
0

V.
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@ X variable aleatoria de Bernouilli de parametro p
P(X =x)=p*(1-p)'™* x=0,1
H(X) = —ploga p — (1 — p)log,(1 — p)
e Si p = 0,50 moneda correcta al aire:
H(X) = -0,5l09,0,5—0,5log, 0,5 =1
e Si p = 0,60 moneda trucada al aire:
H(X) = —0,6log, 0,6 — 0,4l0g, 0,4 = 0,97
e Sip= 0,90 urna con 9 bolas negras y 1 blanca
H(X) = -0,9l0g,0,9 — 0,1log, 0,1 = 0,468




Entropia de una variable

Entropia de una variable

Se verifica:
@ 0 <H(X)<logy,n
@ H(X) =0 <= 3x;con p(x;) =1
@ Si X es variable aleatoria uniforme discreta, es decir

P(X = x;) = 1 paratodo i =1,...,n, entonces
H(X) =log, n
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@ Xva.conx,...,xnyp(x1),...,p(Xn)
Yva.conyi,....,ymyp1),---,p(Ym)

° (X7 Y) v.a. bidimensional con (X17.y1)7' ° '7(X17ym)7' °o ,(Xn,y1),. ° '7(X’77.ym) y
p(X17y1)7' °0 »p(X17ym)7 ©00 :p(Xny,V1)»~ o0 7p(Xn7.ym)

@ X|Y = y; v.a. condicionada con p(x11y;), - - - , P(Xal¥})

@ Entropia de la v.a. bidimensional conjunta (X, Y)
H(X,Y) = =Ly 3L p(Xi, ¥7) logg p(Xi, ¥))

@ Entropia de la v.a. X condicionada al valor Y = y;
HIX|Y = yj) = = X114 p(Xily;) logz p(xily;)

@ Entropia de la v.a. X condicionada a la v.a. Y
HXIY) = 2L ppHXIY = yj) = = Xy X2 (i, ¥) 109, p(xilY;)
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Ley de entropias totales: H(X, Y) = H(X) + H(Y|X)
H(X) + H(Y|X)

= — 21 P(xi)loga p(xi) — Y14 3004 P(Xi, ¥j) 1092 P(¥lXi)
= — 74 p(xi) logz (X)) — S1q S p(i, ;) log, 2512

= — >y p(xi)logs p(x;) — X074 Zjn;1 p(xi, y;) 109z p(X;. y;)
+ 2014 2o p(Xi, yi) logs p(xi)

= — 21 P(xi)logz p(xi) — 14 X574 p(Xi, yj) 1092 (X1, ))
+ 311 P(xi) log, p(X;)

= H(X,Y)
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Tenemos un tetraedro y dos cubos. El tetraedro tiene sus caras
numeradas del 1 al 4. El primer cubo del 1 al 6 y el segundo
cubo tiene tres caras numeradas como 1 y las tres restantes
como 2. Se escoge al azar uno de los tres objetos y se
considera asimismo la cara expuesta de dicho objeto

@ X la v.a. denotando el objeto
@ Y la v.a. denotando la cara

H(X)
H(Y)
H(X]Y)
H(Y|X)
H(X,Y)
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Si X e Y son variables aleatorias independientes:
@ H(X|Y) = H(X)
@ H(Y|X)=H(Y)
@ H(X,Y)=H(X)+ H(Y)




Divergencia de Kullback-Leibler

e Divergencia de Kullback-Leibler



Divergencia de Kullback-Leibler

Divergencia de Kullback-Leibler

@ Medir la distancia entre dos distribuciones de probabilidad
—una de las cuales actua como referencia— definidas sobre
la misma variable aleatoria X

(x)
(%)

Dk_1(p,q) = ZPX:

@ Se verifica que:

@ Dk_1(p,q)>0 '
® Dik—(p,q) =0<«= p(x;) =q(x);i=1,....n
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Cantidad de informacion mutua

La cantidad de informacién mutua entre dos v.a. X, Y mide la
reduccion en la incertidumbre en X cuando se conoce el valor
de Y

I(X,Y) = H(X) — HX]Y)
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Cantidad de informacion mutua

Dos monedas: A en la cual la probabilidad de cara es % y B con probabilidad de cara igual a 1. Se elige una
moneda al azar, se lanza dos veces y se anota el nimero de caras

X v.a. denota la moneda escogida

Y v.a. denota el nimero de caras obtenidas

@ HX)=—Jlogy } — Jlogy § =1
@ HX|Y)

P(Y 72\x B

-} P(XfA,Y:O):s i
PX=B,Y=1)=0 PX=AY=2=L; PX=BY=2)=1}
@ PY=0)=1{ P(Y=1)=1 P(Y=2)=

@ PX=AY=0)=1; P(X=B|Y=0)=0; :
P(X = BlY =1) = 0; P(X*A\Y:Z)f“P(X B|Y_2) E
H(X|Y = 2) = 0,7215; H(X|Y =1) =
H(X|Y) = P(Y =0) - (X|Y70)+P(Y

3 -0,7215 = 0,4509

CHIX|Y = 1)+ P(Y =2) - HX|Y =2) =

@ (X, Y) = H(X) — H(X|Y) = 1 — 0,4509 = 0,5491




Cantidad de informaciéon mutua

Cantidad de informacion mutua

I(X, Y) = H(X) — H(X|Y)
= — 3Ly p(xi)loga p(xi) + 3214 o4 P(Xi: ¥7) l0gp P(Xily})

= =31 p(xi)logy p(xi) + 274 3024 P(Xi, ¥7) 1092 (X, ¥)
— 3L 224 p(xi, yi) loga P(¥))

=304 24 p(xi, ¥7) loga p(X;, ¥)
=201 X214 p(xi, y))llog, p(xi) + 10, p(y;)]

=211 224 p(xi, yp)lloga p(X;, ) — (log p(X;) + log, p(y;))]

P(xi.Y))
=L 27;1 p(Xi, y;) 109, p(xi)Ap(/yl.)
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Se verifica:
@ I(X,Y)=I(Y,X)
® (X, Y) = Dx_r(p(x,y), p(x) - p(y¥))
@ I(X,Y|Z) =11 P(Z)I(X, Y|Z = z)
= Sy S Shet PO Vs 26) log riestle)
@ I(X,Y|Z) = H(X|Z) + H(Y|Z) — H(X, Y|Z)

@ /(X,Y|Z) =0 <= X e Y son condicionalmente
independientes dado Z

e X e Y son condicionalmente independientes dado Z
< p(x|y,z) = p(x|z) paratodo x,y,z
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