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Resumen

El clasificador naive Bayes ha demostrado
comportarse sorprendentemente bien en la
clasificacién supervisada a pesar de que asume
que las variables predictoras son condicional-
mente independientes dada la clase, lo que
generalmente no se cumple. El clasificador red
Bayesiana aumentada a drbol rompe con esta
suposicién tan fuerte ya que permite depen-
dencias entre las variables predictoras, por lo
que se comporta mejor que el naive Bayes en
ciertos dominios.

Muchos de los clasificadores basados
en redes Bayesianas (naive Bayes, red
Bayesiana aumentada a arbol, red Bayesiana
k-dependiente, semi naive Bayes...) tnica-
mente emplean variables discretas, a pesar de
que muchos dominios reales incluyen variables
continuas. Existen tres opciones para estimar
las funciones de densidad de las variables con-
tinuas: 1.Discretizar las variables continuas
con la consecuente pérdida de informacién.
2.Aproximarse a la funcién de densidad de los
datos mediante una estimacion paramétrica
(habitualmente Gaussiana), con el conse-
cuente error en la estimacién si la distribucién
real difiere de la distribucién paramétrica se-
leccionada. 3.Aproximar la densidad mediante
una estimacién no paramétrica (kernels,...).
La estimacién no paramétrica es mas flexible
que la estimaciéon paramétrica, ya que se
ajusta razonablemente mejor a la mayoria de
las funciones de densidad.

Este trabajo presenta el paradigma red fle-

zible condicionada. No pretende ser un estudio
en profundidad del nuevo paradigma, sino su
introduccion para la clasificacién supervisada.
Dicho paradigma emplea la estimaciéon basa-
da en kernels para modelar la densidad de las
variables continuas. La red flexible condiciona-
da puede ser entendida como una extensién de
los paradigmas red Bayesiana y red Gaussiana
condicionada, ya que permite una estimacién
mas flexible y precisa de la funcién de densidad
de las variables. A modo de ejemplo précti-
co, se incluye la adaptacién del algoritmo red
Bayesiana aumentada a drbol de Friedman y
col. (1997) a las redes flexibles condicionadas.
Esta adaptacion, puede ser considerada como
la extensién del clasificador flexible Bayes de
John y Langley (1995), de la misma manera
que la red Bayesiana aumentada a drbol es una
extensién del naive Bayes.

Ademas, y con el fin de sentar las bases de
nuestra linea de trabajo se propone un esti-
mador para la cantidad de informacién mutua
entre dos variables continuas multidimensio-
nales cuya densidad estd basada en kernels.

1. Motivacién

La clasificacién supervisada es una tarea
béasica dentro del andlisis de datos y el re-
conocimiento de patrones que requiere de la
construccién de un clasificador: funcién que
asigna una clase a una instancia descrita por
un conjunto de variables.

Se han empleado numerosos paradigmas



para realizar tareas de clasificaciéon supervisa-
da, entre los cuales los modelos grdficos proba-
bilisticos (PGM, probabilistic graphical mo-
dels) [12] son uno de los mé&s efectivos y
conocidos en dominios con incertidumbre. Un
PGM es un grafo aciclico dirigido con un con-
junto de nodos que representan a las varia-
bles y un conjunto de arcos que represen-
tan las relaciones de (in)dependencia condi-
cional entre las variables. Los PGMs se uti-
lizan para codificar la distribucién de proba-
bilidad conjunta, que viene determinada por
las relaciones de dependencia condicional re-
presentadas por la estructura del grafo. Es-
to, combinado con la regla de Bayes, puede
ser empleado para clasificar. Para inducir un
clasificador a partir de una base de datos, se
consideran dos tipos de variables: la varia-
ble clase o clase C, y el resto de variables o
predictoras, X = (X1,..., X4, Xat1,...,Xi).
Asumimos que {X1,...,Xq} es el conjunto de
predictoras con valores numéricos continuos y
{Xat1,-.-, X1} es el conjunto de predictoras
discretas.

El proceso de clasificacién de una instan-
cia & consiste en seleccionar la clase ¢ con la
méxima probabilidad a posteriori, p(c|z). El
proceso de clasificacién empleando PGMs se
puede realizar de la siguiente manera:

p(c®) < p(c, ®) = p(c) f(zc)

donde pa,; denota una realizacién de las varia-
bles Pa;i, que son el conjunto de variables
padres de la variable X;. p(-) denota una dis-
tribucién de probabilidad, f(-) una funcién de
densidad y p(-) una funcién de probabilidad
generalizada [3].

Resumiendo, un clasificador basado en el
paradigma de los modelos gréaficos proba-
bilisticos viene determinado por:

1. La estructura que especifica el conjunto
de relaciones de (in)dependencia condi-
cional que se dan entre las variables, y que
a su vez define una factorizacién concreta
de la funcién conjunta p(c, x).

2. El estimador empleado para modelar la
funcién de densidad de las variables.

Desde el punto de vista del tipo de estruc-
tura uno de los clasificadores mas simples y
mas antiguos, basado en los PGMs, es el naive
Bayes (NB) [6]. El clasificador NB asume en
su estructura que las variables predictoras son
condicionalmente independientes entre si dada
la variable clase. La Figura 1(a) representa una
estructura NB. A pesar de ello, su rendimien-
to es sorprendentemente bueno, incluso en las
bases de datos que no siguen su suposicion [5].

El buen rendimiento del clasificador NB ha
motivado la investigacién de paradigmas basa-
dos en PGMs que relajen la fuerte suposi-
cién de independencia. Uno de los primeros
y que obtienen mejor rendimiento es la red
Bayesiana aumentada a drbol (TAN, tree aug-
mented Bayesian network) [8]. TAN construye
un arbol de dependencias entre las predictoras
que son a su vez hijas de la variable clase. La
Figura 1(b) representa una estructura TAN.
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(a) NB. (b) TAN.

Figura 1: Ejemplos de estructuras basadas en
PGMS.

Para estimar la funciéon de densidad que
sigue una variable aleatoria existen tres op-
ciones:

1. Discretizar la variable y estimar su dis-
tribucién de probabilidad mediante una
distribucién multinomial empleando para
ello los datos discretizados.

2. Estimar la funcién de densidad de forma
paramétrica (Gaussiana,...)

3. Estimar la funcién de densidad de forma
no paramétrica (kernels,...)

La opcién mas extendida dentro de los
PGMs es la estimacién empleando la distribu-
cién multinomial sobre la discretizacién de



las variables continuas. Un PGM que asume
que todas las variables aleatorias siguen una
distribucién multinomial se conoce como red
Bayesiana (BN, Bayesian network) [14]. Este
paradigma unicamente puede manejar direc-
tamente variables discretas, y por tanto, las
variables continuas deben ser previamente dis-
cretizadas, con la consecuente pérdida de in-
formacién. A pesar de ello, la estimacién puede
ajustarse relativamente bien a funciones de
densidad que no posean excesivas fluctua-
ciones: el nimero de intervalos necesarios para
conseguir un buen ajuste debe crecer con el
numero de fluctuaciones. Esto hace que au-
mente el nimero de pardmetros necesarios y
disminuya el nimero de casos disponibles para
computarlos, y por tanto disminuya a su vez
la robustez de dicha estimacién. En la literatu-
ra existe una amplia bateria de clasificadores
basados en este paradigma, que es el mas em-
pleado entre los que aqui se exponen.

La segunda opcién consiste en ajustar la
densidad subyacente a los datos por medio
de una distribucién paramétrica, mas concre-
tamente mediante la funcién de densidad Gau-
ssiana o normal. Mediante esta opcién se
asume que las variables aleatorias contin-
uas condicionadas a un conjunto de varia-
bles padres siguen una distribucién Gaussia-
na condicionada. El paradigma basado en los
PGMS que realiza esta suposicién es conocido
como red Gaussiana condicionada (CGN, con-
ditional Gaussian network) [15]. Esta suposi-
cién es tremendamente exigente ya que, pese a
que en dominios reales muchas variables siguen
una distribucién Gaussiana, otras variables
pueden seguir funciones de densidad muy ale-
jadas de la normal. Los clasificadores basados
en este paradigma tienen un comportamiento
comparable al de las redes Bayesianas, siempre
y cuando las variables del dominio no posean
una densidad muy alejada de la normal. La
suposicién de que las variables sigan una fun-
cién de densidad condicional Gaussiana per-
mite modelar grafos mucho méas complejos que
las BN, ya que un grafo completo con vari-
ables predictoras continuas y la clase, tinica-
mente requiere de O(|C|n?) pardmetros para
ser modelado, donde |C| es la cardinalidad de

la clase. Ademsds, la estimacién de los pardme-
tros necesarios resulta mas robusta que en las
BN, ya que solo es necesario realizar |C/| parti-
ciones del conjunto de casos de entrenamiento.

El objetivo de este trabajo consiste en
definir el paradigma de las redes flexibles
condicionadas (CFN, conditional flexible net-
works). Una CFN ajusta la densidad de las
variables continuas condicionadas a sus padres
mediante una estimacién basada en kernels,
introducidos por Rosenblatt [16] en su forma
univariada. Consideramos este paradigma co-
mo una generalizacién de las BN y RCG desde
el punto de vista de la estimacién de las den-
sidades, ya que mediante la estimacion basada
en kernels se dota a las CFNs de una mayor
capacidad de ajuste a las densidades reales que
siguen las variables aleatorias.

Este trabajo no pretende ser un estudio
en profundidad de las CFNs sino una intro-
duccién de las CFNs restringida a la clasifi-
cacion supervisada. Con el objetivo de ilustrar
la adaptacién de algoritmos de induccién de
clasificadores basados en BN y RCG el traba-
jo incluye la adecuacién del algoritmo TAN
a las CFNs, al que llamaremos red flexible
condicionada aumentada a drbol (TAF, tree
augmented conditional flexible network). TAF
supone una extensién desde el punto de vista
de la flexibilidad de la estimacién de den-
sidades, de los clasificadores con estructura
TAN basados en las BNs y RCGs. A su vez
y desde el punto de vista de la complejidad de
las dependencias permitidas, TAF es una ex-
tensién del clasificador flexible Bayes ' (FB)
[10], ya que se rompe con la suposicién de inde-
pendencia condicional dada la clase realizada
por NB. Esta idea se encuentra ilustrada en la
Figura 2.

Este trabajo se centra en las dificultades
que surgen en la modelizacién que se hace
de las variables continuas y sus relaciones en
el paradigma de la red flexible condiciona-
da (CFN, conditional flexible network). A lo
largo del trabajo nos centraremos en mode-
los con variables predictoras exclusivamente

1El clasificador flexible Bayes equivale a un Parzen
Window Classifier con un kernel multidimensional
con H = diag(si,...,8q4) 0 con su equivalente kernel
producto multidimensional



continuas. El tratamiento adicional de las vari-
ables discretas no supone una dificultad anadi-
da ya que es analoga a la modelizacién que se
hace de los dominios mixtos en las redes condi-
cionales Gaussianas [15]: condicionar una den-
sidad a una variable discreta equivale a crear
particiones de la base de datos en funcién de
sus valores y aprender una funcién de densi-
dad en cada una de las particiones. Cada una
de las partes se corresponde con una funcién
de densidad similar a la original, pero que es
modelada tdnicamente a partir de la particién
que le corresponde.

Estimadores de
densidad generales

) TAN con REC Grafos completos
Naive Bayes con .RFC
con RFC
Grafos completos
Naive BayesTAN con RB con RB
con RB . .
Naive Bayes Grafos completos
Densidad | conRCG TANconRCG con RCG
Gaussiana

Complejidad de

Suposicion de
p las dependencias

independencia

Figura 2: Representacién de diferentes PGMs en
funcién de la complejidad de las dependencias y
de la estimacién de las densidades reales

El resto del trabajo se organiza de la si-
guiente manera: en la Seccién 2 se introduce
el estimador no paramétrico basado en ker-
nels Gaussianos esféricos que se empleard para
modelar las CFNs. En la misma seccién se
mencionan los pros y los contras de este es-
timador frente a otros. La Seccién 3 describe
el paradigma CFN y se centra en el problema
de seleccionar buenos pardametros de suavizado
para su modelizacién. En la Seccién 4 se adap-
ta el algoritmo TAN a las CFN y se comen-
tan sus caracteristicas computacionales. Para
ello se propone un estimador para la cantidad
de informacién mutua y de cantidad de infor-
maciéon mutua condicionada. Los estimadores
propuestos permiten por una parte adaptar

los algoritmos que, estando basados en BNs
o CGNs, emplean la cantidad de informacion
mutua; y por otra, disefiar medidas filter [11]
para la seleccién de variables. El trabajo fi-
naliza con la Seccién 5 en la que se citan las
principales aportaciones del trabajo.

2. Estimadores de densidad basados
en kernels Gaussianos esféricos

El estimador d-dimensional basado en kernels
en su forma més general es

fla;H)y=n"'Y Ku@-2@) (2
i=1
donde H es la matriz de ancho de banda (BM,
bandwidth matriz) y n el nimero de casos con
los que se construye el estimador,

Ku(x) = |H|V?KH?2)  (3)

asumiendo que K es una funcién de densidad
d-variada. Un estimador kernel viene dado por
dos parametros:

1. El kernel K seleccionado
2. La matriz de ancho de banda H

El kernel seleccionado para el paradigma
CFB es la funcién de densidad normal d-
dimensional con matriz de covarianzas S = I

K(z) = (2r) "?exp(-1/2z" )

N(0,I) (4)

en cuyo caso Kg(x —x®) equivale a la fun-
cién de densidad N (¥, H). H es una matriz
simétrica d X d, por lo que en general posee
@ parametros diferentes. Este nimero de
pardmetros puede ser excesivamente elevado,
incluso para bajas dimensiones, lo que sugiere
restringir H para que sea més simple (matriz
escalar, diagonal,...).

Antes de continuar con el problema de se-
leccionar el H, presentaremos dos transforma-
ciones clédsicas sobre el espacio de variables,
que seran utiles en la siguiente subseccion:

1. Escalado (scaling)
X" =diag(s1,...,54)X (5)



donde diag(s) es una matriz diagonal, y
s; un estimador de la desviacion tipica.
Equivale a transformar los datos para que
todas las variables tengan una desviacion
tipica unitaria.

2. Transformacién esférica (sphering)
X =8"12x (6)

donde S es una matriz de dispersién.
Nosotros emplearemos el estimador mues-
tral de la matriz de covarianzas de X.
Esto a transformar linealmente los datos
para que tengan una matriz de covarian-
zas S* = I, es decir, elimina las diferen-
cias de escala y la correlacién entre vari-
ables [18].

2.1. Seleccionando H

La seleccién de la (BM) éptima H es crucial
para conseguir una buena estimacion de una
funcién de densidad, y es mdas determinante
incluso que la eleccién del kernel K(-) que se
emplee [4]. H establece el grado de suaviza-
do de la estimacién de la funcién de densidad.
En el caso univariado el estimador depende de
un unico pardmetro h, que hace las veces de
la BM H en el caso d-variado. De forma in-
tuitiva, partiendo de valores de h cercanos a
cero obtenemos una estimacién muy ruidosa,
con muchas fluctuaciones. Conforme h va au-
mentando comienzan a desaparecer los ruidos
y comienza a aproximarse a la densidad re-
al, hasta que se alcanza el éptimo. Conforme
h sigue aumentando, y alejandose del éptimo,
comienzan a perderse detalles de la funcién de-
bido al sobre-suavizado (oversmoothed). Con-
forme h se aproxima a oo la funcién de densi-
dad se vuelve mas y mas plana y el estimador
comienza a parecerse al vecino mds cercano
(nearest neighbor).

El nimero de pardmetros a estimar en una
BM completa es O(d?). Por tanto, el problema
se vuelve inmanejable rapidamente conforme
crece d lo que sugiere que es necesario res-
tringir H. Las posibilidades que se consideran
habitualmente son tres [18]:

1. H = h%I. Al mantener constante el
parametro de suavizado h para todas las

variables suavizamos la estimacion de la
densidad de todas por igual. Se recomien-
da escalar previamente las variables.

2. H = diag(h?,...,h3) = hidiag(si, ..., s3).
h; es el parametro de suavizado de la vari-
able X; y s; es su constante de escalado
(desviacién tipica,...). Es equivalente a es-
calar primero las variables y emplear la
primera aproximacién a la BM 6ptima.

3. H = h%S. Es equivalente a transformar
esféricamente los datos y suavizarlos con
h mediante la primera opcién. Intuitiva-
mente, se trata de utilizar un kernel en
la estimacién con la misma forma que la
densidad real.

Por tanto las tres opciones se pueden conver-
tir en la primera empleando correctamente la
transformaciones esféricas (Ecuacién 6) y/o el
escalado (Ecuacién 5).

El estimador que serd empleado por las CFN
equivale a transformar esféricamente los datos,
y emplear el kernel de la Ecuacién 4 con una
BM H = h®I. Este estimador fue propuesto
por Fukunaga [9] y viene dado por la expresién
[17]

R —1/2 n )
fa) = B S ks 2@ 2y @)

i=1

A pesar de que la intuicién nos dice que esta-
mos ante una buena eleccién de H, escoger
siempre la transformacién esférica estd de-
saconsejada por Wand y Jones [19] para la esti-
macién de densidades. A pesar de ello tenemos
la creencia de que se obtendran mejores resul-
tados empleando el estimador de Fukunaga ya
que Duong y Hazelton [7] emplean la transfor-
macién esférica y obtienen buenos resultados
en la mayoria de sus estimaciones.

El principal problema, en la mayoria de
situaciones précticas, es que la funcién de den-
sidad es desconocida por lo que no es posible
optimizar ningun criterio de pérdida (una es-
pecie de distancia entre la estimacion y la fun-
cién de densidad real). En la literatura se ha
tratado el problema intentando minimizar cri-
terios relacionados con el error cuadrdtico, ya
que el andlisis matematico del error cuadrético



parece ser el més sencillo. El criterio mas em-
pleado es el error cuadratico integrado medio
(MISE, mean integrated squared error), que se
define de la siguiente manera:

MISEf(X,h) = /E{f(a:,h) — f(z, h)}da

En este trabajo proponemos dos opciones para
seleccionar la BM H basadas en el MISE
asintético bajo la suposicién de que H = h2T
(AMISE, asymptotic mean integrated squared
error), los cuales se complementan a la perfec-
cién:

1. Regla normal (normal rule) de Fukunaga
[9]-

2. Regla DPI (Direct plug-in rule) de Duong
y Hazelton [7].

Para poder derivar la expresién del AMISE
de un estimador (empleando la expan-
siéon de las series de Taylor) es necesario
asumir que todas las derivadas parciales se-
gundas son continuas por partes e inte-
grables, y que el kernel satisface las siguien-
tes condiciones: (i, )¢ limp—oo(hij) = 0,
lim, oo (n 'H|™Y?) = 0, [K(z)dz = 1,
[zK(z)de = 0y [zz"K(z)dz = I [21].
El kernel que emplea el estimador de Fukuna-
ga [9] (Ecuacién 7) cumple todas estas restric-
ciones.

La regla normal selecciona la BM H éptima
desde el punto de vista del AMISE y bajo la
suposicién de que la densidad real de las vari-
ables sigue una normal multidimensional con
la matriz de covarianzas identidad I. Bajo es-
ta suposicién, encontramos una BM diagonal
cuyos elementos se calculan mediante la expre-
sién:

4 L
hi,; _{ (@) o
' 0

dtd 811 =)

en otro caso

donde o2 es la varianza de la variable i-ésima
(elemento (4,7) de S). Empleando esta regla
obtenemos H = h2I lo que equivale a realizar
el mismo escalado sobre todas las variables.
Para obtener una matriz H completa que ten-
ga en cuenta las relaciones de dependencia que

existen entre las variables empleamos la trans-
formacion esférica de la Ecuacién 6 sobre los
datos, calculamos H* = (h*)?I y aplicamos la
transformacion inversa H = SY/2H*$§'/2,

Las reglas DPI [22] explotan la relacién que
existe entre el error cuadrético medio (MSE,
mean squared error), el sesgo? y la varianza®.
La expresién del sesgo de un estimador estd en
funcién de la densidad a estimar, que usual-
mente se aproxima empleando las expansiones
de las series de Taylor. La idea que subyace a
las reglas DPI es obtener un estimador del ses-
go sustituyendo un estimador de la densidad
real en una expresién aproximada del sesgo. A
partir del estimador del sesgo y del estimador
de la varianza se puede obtener una expresion
cerrada para la estimacién del MISE. La BM
H = h?I 6ptima se obtiene minimizando la
expresion del estimador del MISE con respecto
a h. Muchas son las reglas DPI desarrolladas,
entre las cuales la regla de Wand and Jones
[20] es una de las més conocidas.

La regla DPI de Duong y Hazelton [7] que
empleamos tiene la ventaja con respecto de la
regla DPI de Wand and Jones [20] de que es
mas estable, ya que siempre encuentra BMs
finitas*. Ademds, la aproximacién de Duong y
Hazelton requiere menos cémputo, siendo in-
dependiente de la dimensién de la densidad
que se quiere estimar. Estas ventajas se con-
siguen gracias a que Duong y Hazelton siguen
un criterio de optimizacién diferente. Wand y
Jones [20] intentan que su regla esté calibrada
para optimizar la estimacién de la matriz de
funciones ¥ de dimensiones (W X W)
elemento por elemento, siendo cada elemento
de la forma v, = [y, f")(x)f(x)dz. Duong
y Hazelton [7] optimizan la estimacién de ¥
empleando un Unico parametro, y para ello in-
troducen el concepto de minimizar la suma de
AMSEs (SAMSE) de los estimadores de las
funciones ... Duong y Hazelton recomiendan
computar su regla DPI en dos pasos, [ = 2 [7].

Ambas opciones se complementan de la
siguiente manera. La regla normal es eficiente

2E1 Sesgo (bit}s) se define como:
bias(f(w)) = Ef (@) — f(z) o
*MSE(f(®)) = Var(f(x)) + bias(f(2))*

4Con elementos distintos de co y —oco



ya que tan solo requiere computar una expre-
sién cerrada cuyo orden de complejidad com-
putacional es O(d). La regla normal tiene la
desventaja de que generalmente tiende a so-
bresuavizar la estimacion, por lo que es posi-
ble que se pierdan caracteristicas importantes
de la densidad real. La regla DPI de Duong
y Hazelton aborda el problema empleando su-
posiciones mas débiles mediante las cuales se
obtiene un estimador que se ajusta mejor a la
densidad real de las variables. Esta regla DPI
posee un coste computacional O(n?l) (inde-
pendiente de la dimensionalidad d).

3. Redes flexibles condicionadas

Una CFN es un PGM, es decir, un grafo com-
puesto por un conjunto de arcos que represen-
tan relaciones de (in)dependencia condicional,
nodos representando las variables del proble-
ma, y un conjunto de pardmetros para mode-
lar las relaciones de (in)dependencia del grafo.
Posee la misma restriccion estructural que las
CGN: un nodo discreto no puede tener padres
continuos. La diferencia principal con respec-
to de las BNs y CGNs se encuentra en la mo-
delizacién que se hace del grafo, es decir, de
las densidades que siguen las variables aleato-
rias condicionadas a sus padres. Siendo X e
Y variables aleatorias multidimensionales con-
tinuas y Z una variable multidimensional dis-
creta, la estimacion de la funcién de densidad
f(x|y, z) viene dada por la expresion:

felaly) = @Y oz

Ty = f=(y)
Y K(Hix v) V(@) = (=4,9,)))
Zile((sz)‘l/Q(yfyi))

(8)

donde f(-) sigue una densidad de Fukunaga
(Ecuacién 7) y f(+)~ es la funcién de densidad
computada con la particion de los casos en los
que Z = z. C% |y es un coeficiente dependien-
te del valor z de la instancia (independiente de
los valores (x,vy)) y dependiente de las vari-
ables X e Y. Este coeficiente viene dado por

la expresion:

SR S LA
S e L T
15711/

9

HE

Tal y como se expuso en la Seccién 2, las
BMs que se emplean en las CFNs estan res-
tringidas a HE = (h§)2S5. Por tanto, la
funciéon de densidad de la Ecuacién 8 de-
pende de O(|Z|) pardmetros de suavizado:
Vz = 1,...'7 |Z|; h{, ) para ajustar f.(z,y) y
hi para ajustar f.(y).

La eleccién de los pardmetros hix y) y h¥
se complica puesto que tratamos de minimizar
el error del cociente de fa(xz,y) entre f.(y).
Los valores de h{xy), y de h§y que mini-

mizan MISE(f.(x,y)) y MISE(f- (y)) pare-
cen obtener un buen valor de MISE(f.(x|y))
ya que

f=(x y) f (y)
MISE(f.(x _
(F-(zly)) = /[ T
_fz( Y f=(Y) 2
f- () - ()

Teniendo en cuenta que si obtenemos el
hu que optimiza MISE(hy) tenemos que
th () ~ f(u) y podemos deducir que
f=(x,y)f=(y|z) ~ f:(z,y)f=(y). Por tanto
consideramos que la eleccién de los parame-
tros obtendra un valor para MISE(f.(z|y))
al menos aceptable. En la implementacion del
FB [10] se utilizan los pardmetros de suaviza-
do Vi = 1,...,d; h; = o; y el clasificador se
comporta bien. Por lo tanto, cabe esperar que
se obtengan mejores resultados, seleccionando
los parametros de suavizado de tal manera que
minimicen MISE(f.(x,y)) y MISE(f-(y)).

Modelar un clasificador basado en PGM
equivale a modelar la factorizacién del man-
to de Markov (Markov blanket) de la variable
clase. En la factorizacién del manto de Markov
de C' tnicamente intervienen un maximo de d
factores, por lo que es necesario estimar un
méximo de O(d|C|) pardmetros de suaviza-
do. Hemos decidido emplear la regla DPI de
Duong y Hazelton [7] en dos pasos (I = 2)

Pdxdy (10)



para obtener los parametros de suavizado, por
lo que el costo computacional para modelar
una estructura arbitraria basada en CFNs es
como méximo O(n%d|C).

4. Adaptando el algoritmo TAN de
Friedman y col. (1997)

En esta Seccién presentamos y adaptamos el
algoritmo TAN de Friedman y col. [8] que in-
duce redes con estructura naive Bayes aumen-
tada a drbol. Este tipo de estructuras se ob-
tienen construyendo primero una estructura
de arbol entre las predictoras para posterior-
mente unir la variable clase con cada una de
las variables predictoras.

El algoritmo TAN de induccién de clasi-
ficadores consiste bdasicamente en una
adaptacién del algoritmo de Chow y Liu [1],
en la cual se emplea la cantidad de informa-
cién mutua condicionada a la clase en lugar
de la cantidad de informacién mutua [2].

A continuacién proponemos los estimadores
para la cantidad de informacién mutua en-
tre dos variables continuas y para la canti-
dad de informacién mutua condicionada a una
variable discreta. Ambos estimadores estan en
su forma m4és general (para variables multidi-
mensionales). El objetivo es presentar un esti-
mador que permita cuantificar la cantidad de
informaciéon mutua entre dos variables conti-
nuas cualesquiera. Esta formulacién serd con-
venientemente adaptada a las caracteristicas
concretas del algoritmo TAN, pero de la mis-
ma manera se podria adecuar a las necesi-
dades de otros algoritmos de inducciéon de
clasificadores, incluidos aquellos en los que in-
tervienen variables multidimensionales (intro-
ducidas para el algoritmo semi naive Bayes

[13]).

4.1. Cantidad de informacién mutua y
cantidad de informacién mutua condi-
cionada

La cantidad de informacién mutua entre dos
variables continuas multidimensionales X e
Y, cuya densidad viene dada por la estimacién

basada en kernels, estd definida como [2]

I(X,Y)= f(sc,y)logf(m—’y))dmdy

f@)fly
 Blog d @)
R Tsym ()

Dada la definicién de la Ecuacién 11, pro-
ponemos el siguiente estimador muestral

A n A (1) (1)
N (ym)

La cantidad de informacién mutua entre dos
variables continuas condicionada a una vari-
able multinomial multidimensional Z viene
dada por

El
I(X,Y|Z) = Zp L(X,Y) (13)
Siendo I.(X,Y) = (log%) donde

f=(-) es el estimador basado en kernels em-
pleando dnicamente los casos de la particion
con Z = z. A partir de las Ecuaciones 12 y 13
proponemos el estimador

|Z]

I(X,Y|Z) = Zp Y) (14

|Z| zin
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donde el superindice (z : j) hace referencia al
j-ésimo caso de la particién en la que los casos
toman el valor Z = z y n, es el nimero de
casos en la misma particion.

4.2. Adaptacién

En esta subseccién presentamos el algoritmo
TAF, adaptacién del TAN al paradigma CFN.

El pseudocddigo del TAN de Friedman y col.
(1997) se muestra en el Algoritmo 1. Para im-
plementar el TAF es necesario emplear el esti-
mador de la Ecuacién 14 con predictoras con-
tinuas unidimensionales X = X; y Y = X},
condicionadas a la clase Z = C'. La expresién



para la informacién mutua viene dada por la
Ecuacion 15.

I (X5, Xk|C) =
|C|

1 & fela 7))
w27 2, log e

1. Calcular I(X;,X; | C) con i < j,4,j =
1,...,d

2. Construir un grafo no dirigido
completo cuyos nodos corresponden
a las variables predictoras:
Xi,...,Xq. Asignar a cada arista
conectando las variables X; y Xj
un peso dado por I(X;,X;|C)

3. A partir del grafo completo
anterior y siguiendo el algoritmo
de Kruskall construir un &arbol
expandido de maximo peso

4. Transformar el &arbol no dirigido
resultante en uno dirigido,
escogiendo una variable como raiz,
para a continuacién direccionar el
resto de aristas

5. Construir un modelo TAN afiadiendo
un nodo clase C y posteriormente
un arco desde C a cada variable

Algoritmo 1: TAN (Friedman y col. 1997).

Para conseguir que el algoritmo CEFN sea
computacionalmente viable es vital seleccionar
la estimacion de los parametros de suavizado
adecuada.

A pesar de que en la Ecuacién 15 no se es-
pecifique explicitamente, fc(xgl),xg)), fc(:cy))
y fc(xgj)) dependen de la eleccién de la MB.
Para lograr que TAF sea viable computa-
cionalmente es vital realizar una estimacién
eficiente de los pardmetros de suavizado para
computar la cantidad de informacién mutua de
la Ecuacién 15, ya que es necesario computar
O(d?) cantidades diferentes. Por lo tanto, en el
primer paso del algoritmo, se ha decidido em-
plear la regla normal debido a su simplicidad
computacional. Una vez obtenido el modelo se

crea la factorizacién asociada y siguiendo la
pauta introducida en la Seccién 3 se reesti-
man O(d) pardmetros de suavizado mediante
la regla DPI de Duong y Hazelton [7].

Siguiendo estas pautas para la seleccién
de los parametros de suavizado, la comple-
jidad computacional del algoritmo TAF es
O(|C|n*d+d? H‘cill nZ). Para el algoritmo FB
(seleccionando H empleando la regla DPI [7]
con [ = 2) el costo computacional en el apren-
dizaje es O(n?d|C|), mientras que en el caso
del algoritmo TAN es tan solo O(d?|C| + n).
La clasificacién de una instancia empleando el
TAF requiere O(dn|C|) operaciones (el mismo
orden que el algoritmo FB), mientras que el
TAN requiere tnicamente de O(d|C|) opera-
ciones.

5. Principales aportaciones

Este trabajo puede ser considerado como la
presentacién del nuevo paradigma red flexible
condicionada, no pretende ser un estudio en
profundidad del mismo. La CFN, a grandes
rasgos, es un PGM que asume que la densi-
dad de las variables continuas estd basada en
el estimador de Fukunaga [17] (Ecuacién 7).
Este paradigma puede ser considerado como
una extension de las BNs y RCGs desde el
punto de vista de la flexibilidad de los esti-
madores de densidad que emplea.

A modo de ejemplo se incluye la adaptacién
del algoritmo TAN basado en las BNs de Fried-
man y col. (1997), y puede ser considerado co-
mo una extension del clasificador FB de John
y Langley (1995) desde el punto de vista de
las relaciones de (in)dependencia condicional
permitidas.

Ademds, como elementos indispensables
para implementar los algoritmos basados
en informacién mutua, se incluyen los esti-
madores para la cantidad de informaciéon mu-
tua y la cantidad de informacién mutua condi-
cionada entre dos variables multidimensiona-
les con una funcién de densidad basada en ker-
nels.
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