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Capitulo 4. Aproximacién e Interpolacién de Curvas

4.1 Motivaciones

Hasta ahora hemos visto como elaborar gréaficos a partir de los comandos graficos mas
comunes en un lenguaje de programacion (el punto y el segmento de linea recta). Estas
primitivas son suficientes en el sentido de que cualquier otra construcciéon geométrica
puede ser convenientemente aproximada con puntos y segmentos, hasta el punto de
ser indistinguible para una resolucién grafica dada. Muy pronto se comprendié en la
Computacién Grafica que las técnicas de representacién de objetos estdn muy limitadas
en las posibilidades geométricas de las entidades gréificas que se pueden modelar y
graficar.

Esencialmente, los modelos basados en la representacion de puntos destacados, los
cuales son unidos entre si por aristas, tienen la ventaja de que todas las operaciones
involucradas en la graficacién, excepto el clipping, se realizan por medio de la trans-
formacion de dichos puntos. Los mismos son posteriormente unidos entre si por medio
de algoritmos eficientes de discretizacién de de segmentos de recta. Abandonar esta
filosofia de trabajo implica un aumento de varios érdenes de magnitud en el costo de
procesamiento.

Podemos describir un objeto determinado —una cuédrica, por ejemplo— por medio
de un sistema de ecuaciones, Esto implicaria que debemos muestrear dicho sistema de
ecuaciones una cantidad suficiente de veces para obtener un resultado gréafico adecuado,
procesando luego cada muestra por la misma tuberia de transformaciones. Por otra
parte, si dicho objeto ocupa una porciéon pequena o muy grande de la pantalla, este
esquema de representacién permite relacionar la cantidad necesaria de muestras para
producir un resultado adecuado con el tamano o porporciéon que el objeto ocupa en la
pantalla.

Sin embargo, mantenernos dentro del modelo de puntos y vértices puede tener
grandes desventajas a la hora de representar objetos con geometrias més variadas.
Por ejemplo, para representar objetos cuya descripcién ecuacional se desconoce, se
puede utilizar un conjunto determinado de puntos que conformen un “cuadriculado”
del mismo. Dichos datos pueden provenir de un scanner, de muestras, o de simulaciones
procedimentales. Esto presupone de por si un compromiso complejidad-calidad, es
decir, representaciones mas fieles implican un mayor costo en tiempo y memoria.

En esta representacion “poligonal”, podemos elegir un buen compromiso para ga-
rantizar una apariencia adecuada del objeto graficado en circunstancias normales. Pero
al representarse el modelo a muy grandes escalas, su naturaleza poligonal se volveria
evidente, pudiendo inclusive “desaparecer” el objeto si en su proyeccién en la pantalla
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no aparece ningun vértice o arista. Y por el contrario, si la escala es muy pequena, el
objeto ocupa una parte reducida de la pantalla pero para ser graficado requiere procesar
la misma cantidad de puntos y aristas.

Pero no es ésta la desventaja mas importante de una representacion de objetos por
medio de poligonos. A comienzos de la década del 60 ya era posible comandar por
computadora las maquinarias necesarias para producir piezas en madera, plastico o
acero, en lo que se denomina Computer Aided Manufacturing (CAM) o manufactura
asistida por computadora. Dichas piezas pueden ser luego utilizadas en el desarrollo
industrial, como por ejemplo la matriceria o estampado de carrocerias de automéviles.
Para ello es necesario representar la forma de dichas piezas de modo que la ejecucién del
programa produzca el resultado adecuado. Con la representacién poligonal podemos
llegar eventualmente a obtener una estructura de datos adecuada, pero, como puede
suceder, si se requieren cambios o modificaciones de ultimo momento, entonces es ne-
cesario acometer la trabajosa tarea de editar punto por punto en la base de datos que
representa los poligonos.

Los sistemas comerciales se hicieron sensibles a estas dificultades. Los utilitarios
de dibujo y disenio gréafico comenzaron a incluir la posibilidad de trabajar con circulos,
arcos y cénicas, mientras que sistemas mas avanzados de dibujo técnico proveen proce-
dimientos para aproximar y ajustar curvas planas, y para combinar perfiles planos con
direcciones de extrusién para elaborar modelos de objetos tridimensionales mas com-
plejos. Muy pronto se lleg a la conclusién que esta forma de trabajar es esencialmente
incorrecta, trabajosa y sujeta a errores. Por dicha razén se comenzaron a estudiar
los fundamentos de los métodos que estudiaremos en este Capitulo, y que constituyen
esencialmente lo que se conoce como Computer Aided Design (CAD), Computer Aided
Geometric Design (CAGD) o diseno (geométrico) asistido por computadora.

El pleno poder para modelar objetos tridimensionales complejos a partir de des-
cripciones geométricas precisas solo se obtuvo a partir del desarrollo en el CAD de las
técnicas de aproximacién de curvas y superficies paramétricas a partir de puntos de
control. En la actualidad el CAD se independizé del CAM y constituye una disciplina
aparte, con sus propias motivaciones, e intereses que van mas alld de la manufactura
industrial, aunque esta 1ltima siempre requiere una fase previa de disefio.

Los métodos de aproximacién e interpolacién de curvas que veremos a continuacion,
entonces, estan pensados en funcién de facilitar la tarea de disefno, la cual es muchas
veces una tarea iterativa de prueba y error. En algunas aplicaciones el diseno tiene
un uso analitico, es decir, a partir de un determinado modelo real se obtiene una
representacion caracteristica manipulable y més econémica. Otro tipo de uso es el
sintético, en el cual se parte de un conjunto de especificaciones geométricas o analiticas
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que van determinando la forma final del objeto. Por lo tanto la creacién y modificacién
de modelos geométricos debe ser sencilla y predecible. Pero al mismo tiempo debe ser
eficiente en su computo y por lo tanto compatible con el modelo de procesamiento visto
en los Capitulos anteriores.

El origen de estos sistemas, que permiten modelar objetos con total libertad, puede
rastrearse a los alrededores de la década del 60. Los desarrollos més importantes se
iniciaron en la industria automotriz francesa, donde Pierre de Casteljau en Citroén,
y Pierre Bézier en Renault elaboraron el fundamento teérico de los primeros sistemas
de aproximacion de curvas que se sobreponian exitosamente a los problemas técnicos
y geométricos de los métodos matematicos de interpolacion de funciones basados en
los polinomios de Lagrange. Esencialmente ambos trabajos coinciden, aunque fueron
independientemente desarrollados. Como Bézier fue el tinico que publicé sus resultados,
se llevé todo el crédito y la fama.

Muy pronto se produjo una convergencia con los métodos de la teoria de aproxima-
cién de funciones, especialmente con las aproximaciones polinomiales a trozos o splines.
Ya en 1975 comenzaron a existir foros de discusién y Conferencias especializadas, y en
la década del 80 el CAD se independiz6 como disciplina, con sus propias metodologias,
publicaciones y grupos de interés. Pese al gran desarrollo ocurrido desde entonces, las
curvas de Bézier-de Casteljau contintdan siendo la base, tanto porque se basan en las
bases funcionales numérica y analiticamente mas estables conocidas, como por el hecho
demoledor de que todo otro método puede ponerse en términos de casos particulares
de estas curvas (salvo casos excepcionales, que normalmente no son aceptados como
“buenos” métodos).

Los métodos paramétricos de aproximacién de curvas logran flexibilidad de repre-
sentacién y eficiencia en el computo, al utilizar una formulacién basada en puntos de
control. Dichos puntos de control son localizaciones en el plano o el espacio que gobier-
nan la forma final de la curva o superficie. La implementacién de un método consiste
en encontrar funciones polinomiales de grado bajo que aproximan o interpolan a dichos
puntos de control con caracteristicas analiticas o geométricas especificas. Dichas fun-
ciones pueden ser luego evaluadas para obtener una cantidad suficiente de puntos, los
cuales son procesados como en el caso poligonal.

4.1.1 Especificaciones y requisitos

Las curvas que buscamos deben tener ciertas propiedades geométricas que es necesa-
rio especificar con claridad, del mismo modo que lo hicimos en el Capitulo 2 con los
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Figura 4.1 Interpolacion vs. aproximacion.

métodos de discretizacién. Como ya menciondramos, la descripcion de estas entidades
se realiza por medio de puntos de control. La secuencia de puntos de control, unidos por
segmentos de rectas, se denomina grafo de control. Podemos mencionar, entre otras,
las siguientes especificaciones en el caso de curvas, aunque no es dificil extrapolar los
requisitos para superficies.

Interpolacion o aproximacion: Dado un conjunto de puntos de control, es posible
que la curva resultante pase por todos ellos (ver Figura 4.1(a)). En dicho caso
el método que encuentra la curva a partir de los puntos de control se denomina
método de interpolacion. Puede suceder, en cambio, que la curva normalmente no
pase por los puntos, excepto tal vez por los puntos extremos (ver Figura 4.1(b)).
Entonces estamos frente a un método de aprozimacion.

Invariancia afin: Esta propiedad es indispensable si buscamos mantenernos dentro
del “modelo de tuberia”, con su eficiencia computacional asociada. Basicamente,
se espera que sea indistinto aplicar una transformacién afin al grafo de control y
luego aproximar (o interpolar) una curva sobre el mismo, o aproximar una curva
sobre el grafo original y luego transformarla. Dicho de otra manera, las opera-
ciones de aproximar (o interpolar) y de transformar conmutan. Esta propiedad
permite garantizar no solo que la apariencia de una curva aproximante no varia
si se la traslada, rota, etc., sino ademds que es correcto encontrar un conjunto
de puntos sobre la curva y aplicarle el mismo procesamiento que a las demas
entidades de la escena.

Entidades multivaluadas: Si las curvas aproximantes son de la forma y = f(z)
entonces estan limitadas a no poder representar entidades multivaluadas (ver
Figura 4.2). Esta limitacién es intolerable, dado que la mayor parte de las curvas
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o superficies tienen caracteristicas geométricas de esta naturaleza. Ademas, la
representacion debe ser necesariamente independiente del sistema de coordenadas.

Figura 4.2 Entidades multivaluadas.

Disminucion de variaciones: El grafo de control “sugiere” la forma general de

la curva, pero localmente ésta podria tener variaciones u oscilaciones (ver Figu-
ra 4.3(a)). Esto es indeseable en general. Se desea que toda variacién u oscilacién
esté ya presente en el grafo de control, y que, por el contrario, las mismas sean
suavizadas o atenuadas por la curva resultante (ver Figura 4.3(b)).

Figura 4.3 Amplificacién o disminucién de variaciones.

Orden de continuidad: Dada una curva, sea k el maximo orden de derivacién de
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la curva tal que la funcién resultante sea continua. En dicho caso diremos que la
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curva es C* continua, o que tiene un orden de continuidad k. Es indispensable
poder conocer mateméaticamente el orden de continuidad resultante de una curva
aproximante.

Control local o global: En algunos métodos la curva aproximante experimenta un
cambio localizado si se modifica un tinico punto de control, mientras que en otros,
toda la curva es modificada. Los primeros métodos tienen, entonces, la propiedad
de control local y los segundos de control global. Ninguna de las dos propiedades
es por si misma mejor que la otra, sino que depende del tipo de aplicacién.

4.1.2 La representaciéon paramétrica

La clave para poder satisfacer los requisitos planteados més arriba consiste en suponer
que la curva resultante de aproximar o interpolar el grafo de control es un conjunto
de funciones paramétricas, donde el parametro u varia dentro de un intervalo cerrado
(usualmente u € [0, 1]). Por ejemplo, para una curva en el espacio podemos encontrar
tres funciones fy(u), fy(u), y f-(u) que gobiernen la posicién de un punto sobre la curva
para un valor dado de wu.

z(u) = fa(u)
Cu) =1 y(u) = fy(u)
2(u) = fz(u)

En principio no hay nada que limite la forma que pueden asumir estas funciones.
Sin embargo, desde el punto de vista de la Computaciéon Grafica, es importante que
la evaluacién de las mismas sea estable, econémica y robusta. Otro de los puntos
importantes, entonces, es que dichas funciones normalmente son polinomios de grado
relativamente bajo.

fo(w) = cPum 4+t oo clu+ D
Cu) =1 fylu) =cyu™+ cZ‘lu”_l +-- 4 c;u + 62
fo(u) = + Pt o clu+

El grado y los coeficientes de dichos polinomios se extraen de la ubicacién de los pun-
tos de control. Por lo tanto, los métodos de interpolaciéon y aproximacién tienen como
objetivo encontrar las funciones fz(u), fy(u), y f-(u) a partir de los datos geométricos
de dichos puntos.
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4.2 Interpolaciéon de Curvas

Los métodos de interpolacién de curvas fueron por primera vez estudiados en el andlisis
matematico y se utilizan en la actualidad en el célculo numérico. Su aplicacion en la
Computacién Grafica, sin embargo, es muy limitada dado que en los ultimos 20 anos se
desarrollaron técnicas mas especificas para dicho ambito. De todas maneras, las ideas
bésicas y terminologia utilizadas en los modelos de aproximacién de curvas se apoyan
en los modelos de interpolacién. Por dicha razén es que dedicaremos una Seccién para
describir brevemente los métodos de Lagrange y de Hermite para interpolar puntos.

4.2.1 Interpolacion de Curvas de Lagrange

La determinacién del interpolante de Lagrange es uno de los métodos polinomiales mas
directos. Sea una secuencia de n + 1 numeros reales ¢y < z1 < --- < z,, denominados
nudos y un segundo conjunto de n + 1 nimeros yo, y1,- - - , Yn, denominados valores, de
modo que p; = (x;,y;) es un punto de control. Una secuencia de puntos de control
es llamada grafo de control, y debe ser tal que la secuencia de nudos (valores de la
coordenada z sea creciente. Entonces buscamos una funcién polinomial f(x) de grado
n tal que satisfaga el problema de interpolacién del grafo de control

Vi € [0..n], f(z;) = v;.

El interpolante de Lagrange se define como

donde

(m — CC()), (m — 561), ) (CC — mi—1)7 (CC — mi+1)7 ) (CC — mn)

L, = .
(zi — o), (xi —@1), -+, (T — @i1), (T — Tiv1), -+, (T — Tp)

Por ejemplo, si n = 1, tenemos dos nudos zg y x1, y sus valores asociados, encon-

trando que
Tr — I T — X0

f(.’L’) = Yo — Y1,

Lo — T1 T1 — Zo

expresion que es idéntica a

_ ) E o
f(@) =yo+ (y1 yo)x1 .
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const pts_ ctrol= (cantidad de puntos de control);

type punto = record x,y,z,w:real

end;

grafo_contr = array [1..n] of punto;

procedure lagrange(var g:grafo_contr);
var Xx,y,incrx,num,den:real;
i,j,k:integer;
p:punto;
begin;
incrx:=(glpts_ctroll .x-g[1].x)/100;
for i:=0 to 100 do begin
x:=g[1] .x+ixincrx; y:=0;
p-z:=1; p.-w:=1;
for j:=1 to pts_ctrol do begin
num:=1; den:=1;
for k:=1 to pts_ctrol do
if (k<>j) then begin
num: =num* (x-g [k] .x) ;
den:=denx*(gl[jl.x-glkl .x);

end;
y:= y+gl[j] .y*num/den;
end;
pP.X:=X; P-V:=V;
graf_linea(p);
end;
end;

Figura 4.4 Procedimiento que implementa la interpolaciéon de Lagrange.

Es decir, para un par de puntos de control, el interpolante de Lagrange coincide con el
segmento de recta que une a dichos puntos. Es posible demostrar que el interpolante
de Lagrange siempre existe y es tnico, para un n finito, y que es el tinico polinomio
de grado n que satisface el problema de interpolar f(x;) = y; para todos los puntos de
control. El procedimiento de la Figura 4.4 muestra una implementacién del método, el
cual es utilizado en la Figura 4.5 con un grafo de control dado.
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Figura 4.5 Interpolacion de una secuencia de puntos de control por medio del
interpolante de Lagrange.

// )
-
PO

Figura 4.6 FEfecto de mover un punto de control al grafo en el método de Lagrange.

Es importante notar que si se modifica el valor de un nudo cualquiera, se modifica
la expresiéon completa del polinomio. Es decir, este método tiene control global. Al
mismo tiempo, dado que el método no utiliza una representacién paramétrica, entonces
no permite interpolar curvas multivaluadas.
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La desventaja mas considerable del método de Lagrange es que si aumentamos la
cantidad de puntos (tal vez para mejorar la calidad de la entrada al procedimiento), en-
tonces aumenta el grado de los polinomios. Esto en si no seria mas que un inconveniente
computacional, pero en la practica, a partir de n = 5, comienzan a ocurrir oscilaciones
indeseadas en el interpolante entre los puntos de control, las cuales se vuelven de mayor
amplitud cuando n aumenta o cuando se altera la posicién de un punto de control (ver
Figuras 4.5 y 4.6). Es decir, al modificar o agregar un punto de control para mejorar
la interpolacién, en realidad lo que ocurre es que aumentan las oscilaciones.

4.2.2 Interpolacion de Curvas de Hermite

Una solucién posible para el problema de las oscilaciones es la propues-
ta por Hermite. En Hermite, la interpolacién se realiza entre pares suce-
sivos de puntos de control, de modo que no solo los valores son interpola-
dos en los nudos, sino también un cierto nimero de derivadas. Por ejem-
plo, para interpolar una curva plana C;(u) que pase por p; = (x;,y;) y por
Pit1 = (Ti+1,Yi+1), con una determinada derivada p; en el primer punto y con una
derivada p;11 en el segundo, necesitamos expresar a las funciones f;(u) y fy(u) como
polinomios ctbicos en u. Esto es asi dado que tenemos, para cada uno de ellos, cuatro
“datos” (las posiciones y derivadas al comienzo y al final de la curva), y por lo tanto
podemos encontrar cuatro “incégnitas” (los coeficientes del polinomio).

Figura 4.7 Interpolacién de Hermite de un grafo de control.
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Es decir, a partir de los datos de posicién (x;,v;), (it+1,vitr1), y de derivada
(&3, 9i), (&it1,Yitr1), existen dos tnicos polinomios fp(u) y fy(u) tales que el inter-
polante de Hermite

Clu) = fo(u) = 3ud + 2u? + ctu+ 0
fy(u) = cf,ug’ + c§u2 + clllu + cg

es un segmento de curva plana que pasa por los puntos con las derivadas establecidas.

procedure hermite(var pl,p2:punto; var di1,d2:deri);
var u,x,y,cy0,cyl,cy2,cy3,cx0,cxl,cx2,cx3:real;

p:punto;
i:integer;
begin
p.-z:=1; p.w:=1;
cx3:=2*xpl.x-2*p2.x+d1l.x+d2.x; cy3:=2*%pl.y-2%p2.y+dl.y+d2.y;
cx2:=-3*%pl.x+3*p2.x-2%d1l.x-d2.x; cy2:=-3%pl.y+3*p2.y-2*dl.y-d2.y;
cxl:=41.x; cyl:=dl.y;
cx0:=pl.x; cy0:=pl.y;
p.x:=cx0; p.y:=cy0;

graf_punto(p) ;

for i:=1 to 30 do begin
u:=i/30;
p.x:=cx0+ux (cxl+u* (cx2+u*cx3)); p.y:=cyO+ux(cyl+u*(cy2+uxcy3));
graf_linea(p);

end;

end;

Figura 4.8 Procedimiento que implementa la interpolaciéon de Hermite.

Si bien los datos de posicién surgen de una manera relativamente directa del pro-
blema de diseno, no sucede lo mismo con los datos de derivada. Si queremos encontrar
el modelo de un objeto cualquiera, es posible estimar la posicién de un punto dado
y de la pendiente en el mismo, pero la magnitud de la derivada puede ser dificil de
estimar. Por lo tanto, trabajar con estimadores de derivadas puede ser una tarea un
tanto artesanal.

Para encontrar los coeficientes de los polinomios debemos primero asignar un do-
minio para el pardmetro u. Normalmente se utiliza u € [0, 1], con lo cual por ejemplo
fz(0) = x4, fz(l) = xiy1, y también fx(()) = ;, etc., y también podemos expresar
por ejemplo C;(0) = p; y C;(1) = p;r1. Ademds, C;(1) = C;;1(0), etc. Esta asigna-
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cién de dominio para el pardmetro es arbitraria, pudiéndose encontrar una formulacién
equivalente para cualquier otra asignacién no trivial.

Podemos ahora expresar a los polinomios de Hermite como producto escalar de un
vector (fila) de funciones de u por un vector (columna) de coeficientes:

fm(u):ciug—l—ciﬁ—i-cglcu—l—cg:[u?’ u? u 1}

(4.1)

Q.0 OO0
BO8F3NY]W

Si bien esta manipulacién algebraica es relativamente trivial, sus implicaciones son
importantes. Por ejemplo, nos permite ver a un polinomio como un elemento o “punto”
en un espacio de funciones. En este caso la base del espacio funcional es

[u3 u? u 1}

y el vector de coeficientes determina “las coordenadas” de f,(u) dentro de dicho espacio.
Esta base funcional es denominada la base polinomial, en este caso para funciones de
orden cibico, pero pueden existir otras bases. De hecho, en las Secciones siguientes
utilizaremos otras familias de bases funcionales més adecuadas que la base polinomial
para la interpolacién y aproximacién de curvas.

Es posible expresar a las derivadas de la curva de una manera similar:

fm(u):3c§u2+2ciu+c}c+02[3u2 2u 1 0

OO0 OO0
BO8F8N]W

Podemos ahora expresar todas nuestras restricciones de una manera homogénea:

fm(O):ciOBchZOZ—I—ciO—I—cg:[03 02 0 1}

OO0 O .0

O)=[111 1]

OO0 O .0

f0)=]0 0 1 0]

FOBHENEW 8O0O8FENEW 8088 NRW

OO0 O O
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f)=]3 21 0]

Q.0 0.0
O0O8F8NRW

Por fin, podemos representar todas las restricciones en un inico sistema de ecuaciones:

f2(0) 000 1][c
fL) | |1 111 c2
£2(0) 00 10]]|c
f(1) 3210

Por lo tanto, para encontrar el arreglo de coeficientes debemos encontrar la matriz
inversa, denominada matriz de Hermite Mp;:
-1

000 1 2 —2 1 1
1111 3 3 -2 -1
Ma=149 010 10 0 1 0
3210 1 0 0 0

Nuestro problema de interpolacién se transformé en un producto de un vector por
una matriz. Lo mas importante a tener en cuenta con este método es que My es la
misma matriz para los polinomios f, y f, de cada segmento C; de la curva. Con los dos
polinomios de cada segmento de curva, entonces, se elige una secuencia (probablemente
uniforme) de valores de u entre cero y uno. La evaluacién de los polinomios en cada
uno de dichos valores de u produce una secuencia de puntos, los cuales, unidos por una
poligonal, se aproximan a la curva de Hermite con un grado de precisién arbitrario. Por
lo tanto, un procedimiento que recibe 2 puntos de control y sus derivadas y los interpola
con un segmento polinomial cibico puede seguirse del procedimiento mostrado en la
Figura 4.8.

Dicho procedimiento debe ser llamado n — 1 veces para un grafo de control de n
puntos. La modificacién de cualquiera de los cuatro datos involucrados en los coefi-
cientes de un polinomio modifica a todo el polinomio. Podemos ver en la Figura 4.9 la
interpolacién de Hermite entre dos puntos, variando la direccién de la derivada en el
primero de ellos, y en la Figura 4.10 el efecto de modificar la magnitud de la misma.
En este caso se modifican los dos segmentos de curva que concurren a dicho punto. Por
lo tanto, el método de Hermite tiene control local. También podemos destacar que los
datos de las derivadas son pardametros de disefio que se pueden mofificar localmente
para alterar la forma definitiva de la curva (ver Figura 4.11).

Es importante observar que la segunda derivada de los segmentos de curva no estan
restringidos, es decir, normalmente podemos esperar que C;(1) # C;+1(0), es decir,
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Figura 4.9 Modificacién de la direccién de la derivada en el primer punto de control.

Figura 4.10 Modificacion de la magnitud de la derivada en el primer punto de

control.

existen discontinuidades de curvatura en los nudos. Una forma de evitar este problema
es agregar condiciones de igualdad en la segunda derivada, y realizar el mismo desarrollo
pero para un vector de coeficientes de un polinomio de quinto grado. Sin embargo, esto
complica ain mas la tarea artesanal de estimar la entrada al algoritmo, dado que hay
que agregar estimadores de curvatura en los nudos. Dicha complicacién, sumada a la
relativa complejidad resultante de trabajar con polinomios de quinto grado, hacen que
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Figura 4.11 Interpolacién de Hermite del mismo grafo de control que la Figura 4.7
modificando las restricciones de derivadas en el cuarto punto de control.

este método resulte inadecuado en la préactica, prefiriéndose los métodos que veremos
en las siguientes Secciones de este Capitulo.

4.3 Aproximacion de Curvas I: de Casteljau, Bernstein y
Bézier

Los modelos de interpolacién de curvas que vimos en la Seccién anterior cumplen con
el requisito de encontrar una curva que pase por una secuencia de puntos de control
obedeciendo ciertas restricciones geométricas. Los resultados, sin embargo, son insa-
tisfactorios desde el punto de vista del CAD y del modelado de primitivas graficas en
general. El modelo para construir curvas que veremos en esta Seccion, denominadas
curvas de Bézier es el primer método de aproximacion desarrollado exclusivamente para
los objetivos de la Computacién Gréfica, principalmente en las companias fabricantes
de autos en Francia, durante los comienzos de la década del 70. De alguna manera, las
curvas de Bézier comparten con los polinomios de Lagrange el hecho de que todos los
puntos de control participan de la forma final de las mismas, es decir, tienen control
global. Sin embargo, como veremos, la contribuciéon de cada uno de los puntos deter-
mina una suma convexa, por lo que la curva no puede tener las oscilaciones indeseadas
de Lagrange. Por el contrario, las curvas de Bézier suelen ser excesivamente suaves, y
se amoldan al grafo de control de una manera perezoza.
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b1

Po D2

Figura 4.12 Construccién de parabolas.

El estudio de las curvas de Bézier es fundamental en este tema, porque provee los
elementos geométricos y analiticos necesarios para comprender todos los demés temas
en CAD. Esto es asi dado que, como veremos a lo largo de este capitulo, todos los
métodos de aproximacion e interpolacién (excepto el de Lagrange, porque el polinomio
interpolante no estd geométricamente acotado) pueden plantearse como un conjunto de
casos particulares de aproximaciones de Bézier.

4.3.1 Construccién de parabolas

Una de las técnicas méas antiguas para el trazado de pardbolas en el dibujo técnico es
la siguiente. Sean pg, p1, p2 € E? (o E?) y un pardmetro u € [0, 1] (ver Figura 4.12).
Entonces podemos mapear! distintos valores de u en [0, 1] a los segmentos Pg, p1 v D1, P2,
obteniendo, respectivamente, los nuevos puntos p}(u) y pi(u). Por tltimo, mapeamos
los mismos valores de u en el segmento pj(u),pi(u), obteniendo un punto pg(u) que
pertenece a la parabola.

'En todos los casos por mapear nos referimos a aplicar un mapeo afin.
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Figura 4.13 Aproximacién de una parabola con interpolaciones lineales.

Utilizando la expresiéon paramétrica para representar un punto a lo largo de un
segmento de recta, podemos encontrar expresiones para los puntos

po(u) = (1 —w)po + ups
pi(w) = (1 —u)p1 + ups
p(w) = (1 — w)pg(w) + upi(u),

donde p3(u) es la expresién paramétrica de una parabola tangente a los segmentos P, p1
y D1, D2 en po y p2, respectivamente. Si u € [0, 1], entonces la curva es el segmento de
dicha pardbola que va exactamente desde py hasta py (ver Figura 4.13).

Es importante tener en cuenta que el algoritmo sigue siendo correcto fuera del in-
tervalo u € [0, 1]. En dicho caso, se obtienen las partes correspondientes de la parabola
por extrapolacion lineal de los puntos de control (ver Figura 4.14). La demostracién
de que dicha curva es en efecto una pardbola es un tanto indirecta y apela a la intui-
cion geométrica del lector. Reemplazando las dos primeras ecuaciones anteriores en la
tercera obtenemos

pR(u) = (1 — u)?po + 2u(l — u)py + u’ps,

lo cual es una expresién de segundo grado, es decir, una cénica. Como es facil ver, si los
tres puntos de control no son colineales, entonces la curva no es un caso degenerado de
cOnica, por lo que puede ser una parabola, una elipse o una hipérbola. Pero, analizando
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Figura 4.14 Aproximacién de una pardbola fuera del intervalo u € [0, 1].

la direccién de su derivada, vemos que si u tiende a infinito, la direccién de la derivada
tiende a pg — 2p1 +po, v si u tiende a menos infinito, la direccién de la derivada tiende a
—(po—2p1+p2). Por lo tanto, la curva tiene un solo eje, lo que excluye a las elipses (que
no tienen asintotas porque no se van a oo) y a las hipérbolas (que tienen dos asintotas
diferentes).

Es importante notar sin embargo que si u € [0, 1], entonces el segmento de curva
es una suma convexa de los tres puntos que la determinan. Ademads, como todos los
pasos involucrados en la construccién de la parabola son combinaciones lineales, una
transformacion afin aplicada a los puntos de control determina una nueva parabola que
coincide con el resultado de aplicar la misma transformacién afin a la parabola obtenida
con los puntos sin transformar. Es decir, el procedimiento de construir una pardbola
es invariante frente a transformaciones afines.

4.3.2 El algoritmo de de Casteljau

Consideraremos ahora una generalizaciéon de la construccion de la parabola. Sea una
secuencia de n + 1 puntos o grafo de control pg,---,p, € E? (o E®) y un pardmetro
u € [0,1]. Podemos mapear el valor de u en [0, 1] a los segmentos p;, p;11 obteniendo
nuevos puntos p} (u),i = 0..n — 1, donde p} denota al i-ésimo punto de la secuencia
de puntos de la primer interpolacién. Luego mapeamos el valor de u en [0,1] a los
segmentos p; (u), p; 41(u) obteniendo nuevos puntos p?(u),i = 0..n — 2, donde p? denota
al i-ésimo punto de la secuencia de puntos de la segunda interpolacion. En general,
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a0

Figura 4.15 Aproximacién de una secuencia de puntos de control por interpolaciones

lineales sucesivas (algoritmo de de Casteljau).
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mapeamos el valor de u en el segmento pf(u),pfﬂ(u), obteniendo un punto pf“ (u),
k= 1.n,i = 0.n — k (ver Figura 4.15). La recurrencia termina en el punto pg(u), el
cual es un punto que pertenece a la curva de Bézier C(u) que aprozima al grafo de

control inicial.

Dbo D1 Pn—-1 DPn

Figura 4.16 Secuencia de interpolaciones en el algoritmo de de Casteljau.

Si llamamos pY(u) = p; a los puntos de control iniciales (interpolaciones de orden
cero), entonces el algoritmo define a la curva C(u) = pjj(u) computando la recurrencia

pi () = (1 —w)pf ™" (w) + upfy (u) (4.2)

con k=1.n,ei=0.(n—k) (ver Figura 4.16). Podemos ver el resultado de aplicar el
algoritmo de de Casteljau sobre el mismo grafo de control pero con distintos valores de
u entre 0 y 1 en la Figura 4.18.
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procedure de_casteljau(u:real;g:grafo_control;var p:punto);
begin
for k:=1 to n do begin
for 1:=0 to n-k do begin
gll] .x:=(1-w*g[1] .x+uxg[1+1] .x;
g1l .y:=(1-w*g[1l] .y+uxg[1+1].y;
end;
end;
p-x:=gl0].
end;

p.y:=gl0l.y;

o]

procedure Bezier(var g:grafo_control);

begin

p-x:= gl0].x; p-y:=gl0]l.y;
for k:=1 to paso do begin
u:=k/paso;

de_casteljau(u,g,p);
graf_linea(p);
end;
end;

Figura 4.17 Procedimiento que implementa el algoritmo de de Casteljau.

Las curvas de Bézier se obtienen computando la recurrencia de de Casteljau para
una cantidad suficiente de valores de u entre 0 y 1. Normalmente se asigna un paso
fraccionario, se computa el valor de la curva incrementando dicho paso, y se unen dichos
valores con una poligonal (ver Figura 4.17).

Es posible demostrar geométricamente que la curva de Bézier asi definida tiene
todas las propiedades requeridas. Es invariante frente a transformaciones afines, dado
que estd definida exclusivamente en base a interpolaciones lineales. Tiene la propiedad
de control global, dado que (excepto en los extremos), todos los puntos de control
ejercen influencia sobre su forma. Tiene la propiedad de armazdn convero, dado que
cada punto de la curva se obtiene como combinaciones afines convexas de los puntos
de control. La curva comienza en pg con tangente p1, pg y termina en p,, con tangente
Pn—1,Pn (ver Figura 4.19).

Es posible hacer coincidir los puntos de control extremos para obtener una curva
cerrada. Es mas, si P, po es colineal con D,—1, pn, entonces la curva es continuamente
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Figura 4.18 Algoritmo de de Casteljau con distintos valores del parametro u.

derivable en dicha unién. También se muestra en dicha figura que es posible repetir
consecutivamente la posiciéon de un punto para que éste ejerza una mayor influencia en
la forma de la curva (ver Figura 4.20).

4.3.3 La base de Bernstein

Uno de los inconvenientes del algoritmo de de Casteljau es que debe realizar n? inter-
polaciones, muchas de las cuales son redundates, dado que lo importante es el resultado
final y no los resultados intermedios de la computacién. Es posible encontrar una for-
mulacién alternativa de menor costo computacional. La idea es expresar a la curva
C(u) como una combinacién afin convexa de los puntos de control:

Po
n n n p
C(u) = [BO (u)7 Bl (u)7 ) Bn (u)] X ‘1_ ’ (43)
Pn
donde el vector [Bj(u), BT (u), - - -, Bl'(u)] es un conjunto de funciones que debe confor-

mar una base funcional para los polinomios de grado n, diferente a la base polinomial
de Hermite vista en la Seccién anterior.
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Figura 419 Un ejemplo de curvas de Bézier.

Otra forma de interpretar esta formulacién es como una sumatoria:
n
C(u) = B} (u)pi,
i=0

donde la funcién B}*(u) es la funcion de mezcla asociada al punto de control p;. Luego
de examinar la Figura 4.16, podemos ver que la contribucién de cada punto a C/(u)
depende de productos de u y (1 — u). Por ejemplo, py tiene una contribucién de la
forma (1 —u)", p; influye con n(1 — u)" u, etc.

Bézier propuso utilizar dichas funciones como base para la curva, siendo que las
mismas habian ya sido estudiadas con el nombre de los polinomios de Bernstein. De
esa manera, la forma de Bézier de una curva utiliza la base de Bernstein:

BM(u) = Z,(nle)'uu — ), (4.4)

La serie de ntimeros % es la conocida como “tridngulo de Pascal”, y es muy sencilla
de calcular. Es posible comprobar que la formulacién de la curva C(u) expresada
en la Ecuacién 4.2, con C(u) = pg(u), coincide con la Ecuacién 4.3 a través de un

andlisis cuidadoso de la Figura 4.21, donde se puede ver por ejemplo el gréfico de la
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Figura 4.20 Curvas de Bézier cerradas y con puntos repetidos.

base de polinomios de Bernstein cibicos. Dejamos como ejercicio para el lector que
constate geométricamente, en la Figura 4.19, que puntos interpolados sucesivamente
con el algoritmo de de Casteljau para distintos valores de u son idénticos a los obtenidos
por medio de la Ecuacién 4.3.

La base de Bernstein posee varias propiedades:

e Produce siempre combinaciones afines de puntos. Esto es asi porque en la Ec. 4.4

podemos ver que > B"(u) = [(1 —u) + u]™ = 1 (es decir, la suma de todas
las bases de orden n coincide con el desarrollo del binomio de Newton correspon-
diente).

e B'(u) > 0si0 < wu <1, es decir, cada punto de la curva es una combinacién
convexa de todos los puntos de control.
e BMu)=(1—u)B" (u) + uBZ?ll (u) (es recursiva).

e Es muy econémica de computar.
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B, (1)
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Figura 4.21 Polinomios de Bernstein ctibicos.

4.4 Aproximacion de Curvas II: B-Splines

Las curvas de Bézier son de grado muy alto para grafos de control complejos. Ademas
tienden a suavizar excesivamente la geometria del grafo de control, es decir, se vuelven
“insensibles” a pequenios cambios locales. Este efecto se puede constatar al considerar la
escasa importancia que tiene un punto de control intermedio en una curva de grado 20
(ver Figura 4.22). Ademds, en determinadas circunstancias es simplemente preferible no
tener control global. Por dicha razén, otra de las alternativas usuales en Computacién
Gréfica para aproximar curvas es utilizar Splines. El objetivo de estas curvas es obtener
control local y bajo grado.

Los Splines deben su nombre a las herramientas curvilineas utilizadas por los di-
bujantes para el trazado de figuras curvas. En matemadtica se utiliza el término para
referirse a funciones definidas como uniones de segmentos polinomiales. Por lo tanto, el
método de Hermite visto hace un par de Secciones es implicitamente un Spline cubico.
Los Splines mas usados en Computacién Grafica, sin embargo, utilizan formulaciones
semejantes a la de las curvas de Bézier vista en la Seccién anterior. Es decir, son Splines
determinados por bases funcionales, y por lo tanto se los denomina B-Splines.
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Figura 4.22 Polinomios de Bernstein de orden 20.

La diferencia entre Bézier y B-Splines es que las bases de esta ultima formulacién
tienen soporte local, es decir, son no nulas solamente para un subconjunto de la se-
cuencia de puntos de control. La curva, entonces, es una combinacién afin convexa
de un subconjunto localmente determinado de los puntos de control. El grado de los
polinomios en un B-Spline estd determinado por la cantidad de puntos que localmente
afectan a la curva, y determina el orden de continuidad de la misma, es decir, la canti-
dad de veces que es continuamente diferenciable en las uniones. El grado usual de una
curva B-Spline es n = 3, lo que determina que cada segmento queda definido por n + 1
puntos de control sucesivos, y que en las uniones el orden de continuidad es n — 1.

4.4.1 Parametro local

Una forma de entender la mecénica en la definiciéon de una curva B-Spline es partir del
caso trivial en el cual la “curva” aproximante es de primer grado. Podemos pensar que
la poligonal es la “curva” resultante de unir los puntos de control con segmentos de
polinomios de grado n = 1, definidos entre n + 1 = 2 puntos sucesivos, y con un orden
de continuidad n — 1 = 0 en las uniones (ver Figura 4.23).
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Figura 423 Una “curva” Spline, de primer grado.

Cada segmento esta definido como
Ci(u) = (1 — wpi + upit1,

donde 0 < u < 1. Podriamos definir la curva como la unién de todos los segmentos:

k—1
c=Jc.
i=0
El problema es que todos los segmentos estan definidos para un mismo parametro u.
Por lo tanto, es necesario utilizar algin mecanismo que permita describir a la curva
con un unico parametro global, el cual esta relacionado con los pardmetros locales en
cada segmento polinomial.

Observemos que los segmentos polinomiales se unen entre si en ciertos puntos defi-
nidos para formar la curva. Dichos puntos, por analogia con Lagrange, se denominan
nudos. El pardmetro global u asume el valor ¢; al pasar por cada uno de dichos nudos.
La secuencia tg,t1,---,t; de valores del pardmetro global asociados a cada uno de los
nudos es no decreciente. Se define entonces un pardmetro local u; para cada segmento
polinomial de curva C;. u; varia entre 0 y 1 mientras w varia entre t; y ¢;41. El punto
que ocupa la curva cuando el valor del parametro global es el valor del nudo ¢; tiene
que coincidir con el comienzo del i-ésimo segmento de curva, es decir, C(t;) = C;(0),
y también con el final del ¢ — 1-ésimo segmento, es decir, C(t;) = C;_1(1) (ver Figu-
ra 4.24).
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Figura 4.24 Relacién entre segmentos de curva, pardmetros locales y parametro
global.

El célculo del valor del parametro local en funcién del valor del parametro global y

de los valores en los nudos se efectiia por interpolacién lineal:
u — ti
Uy = —————.

tiv1 — L
De esa manera, podemos pasar de la representacién global de la curva C(u) a las
representaciones locales (es decir, definidas en cada uno de los segmentos polinomiales).
Por ejemplo, si la secuencia de nudos son los enteros no negativos, entonces dado el
un valor u del parametro global, el segmento polinomial “activo” es C;, donde i es la
parte entera de u, y el valor del parametro local u; es la parte fraccionaria de u, es
decir u — 1.

4.4.2 La base de Splines

Buscaremos ahora una formulacién en términos de una base funcional para nuestro
ejemplo de poligonal como “curva” polinomial a trozos, y luego extenderemos dicha
formulacién para grados superiores. Cada C; es una combinacién convexa de los puntos
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T1 Ni_1 N;

ti—1 t; Lit1 it

Figura 4.25 Las bases B-Splines de primer grado.

Pi 'y Pit1:

Ci(ui) = (1 — ui)pi + uipit1-
Recordando la relacién entre pardmetro global y pardmetros locales podemos reescribir
la combinacién convexa como:

tit1 —u u—1;
Ci(u) = pi + Pit1
i(u) tivr —ti | i —t; D

cont; <u<tiyy.

El punto p; contribuye al segmento de curva C;_1(u) con un factor
U—t;—1
ti —tiz1’
y al segmento de curva C;(u) con un factor
tit1 —u
tit1 —
El factor que aporta p; puede pensarse como una funcién N;(u), la cual es, en efecto,
una base funcional para funciones lineales con soporte local, es decir, distinta de cero

solo en un subconjunto conexo del dominio. La definicién de N;(u) es entonces la de
una funcién lineal a trozos (ver Figura 4.25):

u—t; .
—_— s1t; <u < iq1,
tiv1 —t;
. _ tito —u
Ni(u)=§ 2278 tiv1 S u < tito, (4.5)
tito — tit1
0 en todo otro caso.

102 Claudio Delrieux y Juliana Gambini




COMPUTACION GRAFICA - UBA 2003

4.4. Aproximacién de Curvas II: B-Splines

Entonces nuestra “curva” queda expresada como

Lo importante de la formulacién en Splines es que la base de funciones estd compuesta
por una unica funcién, cuyo soporte local es trasladado (ver Figura 4.25).

Para curvas de orden k& > 1, la idea general es encontrar una familia de bases
Nf(u) con soporte local, respetando la formulacién de la curva como producto de
una base funcional por un conjunto de puntos. La derivacién de la familia NF(u) es
relativamente compleja. Puede hacerse por integracién sucesiva, lo cual lleva a una
expresion recursiva, bastante similar a la encontrada en la Seccién anterior para de
Casteljau-Bézier:

k u—t; k— t+k —Uu fe—
tz—l—k:—l t; tz—l—k tz+1

con

1 sit; <u<t;n
Nl — A 1+1,
(u) { 0 en todo otro caso.

NZ(u) es idéntica a la funcién N;(u) vista en la ecuacién 4.5. Un ejemplo de curva
B-Spline de grado quinto se puede observar en la Figura 4.26.

Por el momento asumimos que la secuencia de nudos t; es uniforme, en particular
que t; = i, aunque luego veremos los efectos de alterar esta uniformidad. Para obligar
a la curva a pasar por el primer y ultimo punto de control, se repiten los mismos la
cantidad necesaria de veces (segun el grado de la curva), por medio de asignar un valor
t; = 0 cuando 7 < 0, y un valor t; = n — grado + 1 cuando 7 > n. También luego
veremos los efectos de alterar estas restricciones.

Los siguientes procedimientos muestran las implementaciones necesarias para com-
putar las curvas B-Splines a partir de un grafo de control (asumimos vigentes muchas
de las declaraciones de tipos de los trozos de cédigo ya mostrados). En la Figura 4.27
podemos encontrar las funciones necesarias para computar los nudos para una para-
metrizacién uniforme, y la base recursiva de B-Splines, mientras que en la Figura 4.28
encontramos el procedimiento que utiliza las bases y la secuencia de puntos de control
para computar la curva.

Podemos ver en la Figura 4.29 las funciones base de Splines de grado cubico y de
grado 10 utilizadas para aproximar un grafo de 11 puntos de control (comparar con los
polinomios de Bernstein). Observar que para un orden k dado, desde ¢ = k — 1 hasta
i =n —k 4+ 1 la base funcional Nf (u), para distintos valores de i, es la misma funcién
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Figura 4.26 Curva B-Splines de grado 5.

pero desplazada en u. El efecto del aumento del grado de la curva es producir una
disminucién de la influencia local de los puntos de control (ver Figura 4.30).

Es importante considerar el efecto que tiene aumentar el grado de una curva B-
Spline con respecto a variaciones locales en las posiciones de los puntos de control.
En la Figura 4.31 se puede observar de qué manera el aumento del grado de la curva
disminuye la influencia de un desplazamiento local (comparar con el método de Bézier).

Al mismo tiempo, y al igual que en el método de Bézier, es posible obtener curvas
periddicas. Esto se consigue por medio de una asignacién periddica a los indices de los
puntos de control asociados a los nudos. De esa manera, se varia ¢ entre —k y n + k,
utilizdndose valores t; = ¢ para los nudos, y la asignacién periédica p; 1,69 - Por
ultimo, también pueden repetirse puntos de control, aunque dado el control local de las
curvas B-Splines, el efecto puede ser muy pronunciado.
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const pts_ctrol=10; {n=10, luego 11 puntos}
pasos=20; {cantidad de evaluaciones}
grado=3; {grado deseado de la curva}

function nudo(i:integer):real;
begin
if i < grado then nudo:=0
else if i > pts_ctrol then nudo:=pts_ctrol-grado+2
else nudo:=i-grado+1
end;

function base(u:real; i,k:integer):double;
var nl,n2,d1,d2,cl,c2:double;
begin
if k=1 then
if (u<nudo(i+1)) and (nudo(i)<=u) then base:=1
else base:=0;
else begin
nl:=(u-i)*base(u,i,k-1);
n2:=(nudo (i+k)-u)*base(u,i+1,k-1);
d1:=nudo(i+k-1)-nudo(i);
d2:=nudo (i+k)-nudo(i+1);
if d1=0 then c1:=0 else cl:=nl1/d1l;
if d2=0 then c2:=0 else c2:=n2/d2;
base:=cl+c2;
end;
end;

Figura 4.27 Funciones para el computo de los valores de los nudos en la parame-
trizacién uniforme, y para el computo de la base de Splines recursiva.
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procedure bsplines(var g:grafo_contr);
var i,j:integer;
u,v:real;
p:punto;
begin
for i:=0 to pasos*(pts_ctrol-grado+2) do begin
u:=(i/pasos);
p.x:=0; p.y:=0;
for j:=0 to pts_ctrol do begin
v:=base(u, j,grado);
p.x:=p.x + gljl.x*v;
p.y:=p.y + gljl.y*v;
end;
graf_linea(p);
end;
end;

Figura 4.28 Procedimiento que calcula la curva a partir de la base de Splines y de
la secuencia de puntos de control.

Figura 4.29 La base funcional de Splines de grados 3 y 5 para 11 puntos de control
(n =10).
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Figura 4.30 Curvas B-Splines de grado 2, 3, 4 y 5 aproximando a un mismo grafo
de control.

Figura 4.31 Curvas B-Splines de grado 2, 3, 4 y 5 aproximando un grafo de control

en el cual varia la posicién de un punto.
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Figura 4.32 Bases de Spline de primer grado modificando el valor de un nudo.

4.4.3 B-Splines no uniformes

i Cudl es el resultado de alterar los valores en los nudos, respecto de la asignacién uni-
forme t; = 1?7 El efecto producido es el de alterar la velocidad paramétrica en la curva,
es decir, cudnto se desplaza un punto p(u) respecto de un cambio en el valor de w.
Supongamos tener una “curva”’ B-Spline de grado 1 con la parametrizacién uniforme
mencionada més arriba. Las bases funcionales de esta “curva” son las funciones trian-
gulares de la Figura 4.25. Modificar el valor ¢; asociado al i-ésimo punto de control
implica desplazar el valor donde ocurre el maximo de la i-ésima base funcional (ver
Figura 4.32).

En este caso, el resultado de asignar a t; un valor menor que i (pero mayor que
i — 1, dado que la secuencia de nudos es no decreciente) es que la “curva” es recorrida
més répidamente que “lo normal” (el caso uniforme) con respecto al pardmetro entre
los puntos de control p;_1 y p;, y mas lentamente entre los puntos de control p; y p;41.
Pero el aspecto geométrico se mantiene constante. Sin embargo, cuando la curva es
de un grado mayor, entonces es posible apreciar un efecto en las bases, dado que éstas
provienen en definitiva de un promedio o integracién ponderada de las bases lineales
(ver Figura 4.33).

El resultado de disminuir o aumentar el valor de un nudo es similar a “acelerar”
o “frenar” la curva cuando ésta pasa por el punto correspondiente a dicho nudo p(t;).
Dicho efecto puede observarse en la Figura 4.34, donde se observa el resultado de
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200005

Figura 4.33 Bases de Spline de tercer grado (con n = 10) modificando el valor de
un nudo.

aumentar o disminuir el valor de un nudo en la familia de bases. El resultado geométrico
de dichas modificaciones puede observarse en la Figura 4.36, donde las curvas B-Splines
no uniformes aproximan a un mismo grafo de control, pero modificando el valor del
parametro en el nudo asociado a un punto de control.

Esté claro que pueden asignarse valores totalmente arbitrarios a los nudos, (inclusive
a los que corresponden a la parte que antecede y sucede a los nudos asociados al grafo
de control), siempre que se respete la condicién de que la secuencia de nudos sea no
decreciente. Una forma de implementar computacionalmente dicha secuencia es por
medio de un arreglo auxiliar en vez de una funcién, como se muestra en la Figura 4.35.

Recordamos que el valor de un nudo ¢; es el valor que debe asumir el parametro u
cuando la curva pasa de un segmento polinomial al siguiente. Por lo tanto, la secuencia
de nudos de una curva se denomina usualmente la parametrizacion de la curva, y permite
obtener una gran variedad de resultados a partir de un mismo grafo de control. Sin
embargo, no siempre es predecible o intuitivo el efecto que produce una determinada
parametrizacion.
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Figura 4.34 Bases de Spline de tercer grado (con n = 10) aumentando y disminu-

yendo el valor de un nudo.

var t: array [0..pts_ctrol-grado+2] of real;

function nudo(i:integer):real;
begin
if i < grado then nudo:=t[0]
else if i > pts_ctrol then nudo:=t[pts_ctrol-grado+2]
else nudo:=t[i-grado+1]
end;

Figura 4.35 Implementacion de parametrizaciones no uniformes por medio de un
arreglo de nudos.
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Figura 4.36 Curva B-Spline de tercer grado disminuyendo y aumentando el valor
de un nudo.

4.4.4 B-Splines cubicos uniformes

En la bisqueda de un método de aproximacién geométricamente versatil y computa-
cionalmente econémico, se plantean casos particulares para la ecuacién 4.6 de modo tal
que su expresion se simplifique. Especificamente se elige el menor grado que produz-
ca resultados satisfactorios, junto con una parametrizacién uniforme que normalmente
coincide con la secuencia de enteros no negativos. Lo usual es elegir kK = 3 de modo de
tener orden de continuidad k—1 = 2. Esto implica que cada segmento polinomial queda
definido a partir de la ubicacién de £+ 1 = 4 puntos de control. Este caso particular se
conoce como B-Splines cibicos uniformes, para los cuales derivaremos una formulacién
polinomial sencilla y un esquema computacional muy eficiente.

En este caso, las funciones de la base tienen que tener soporte entre k+1 = 4 nudos
sucesivos. Es decir, cada punto ejerce su influencia en cuatro segmentos polinomiales.
Supongamos que la funcién N3 (u) asociada a p; tiene una forma como la mostrada en
la Figura 4.37, y que la base asociado a todo otro punto de control es la misma, pero
desplazada en u.

Entonces N?(u;) estd compuesta por cuatro segmentos funcionales (o sub-bases),
etiquetados by(u), bo(u), b_1(u), y b_o(u), respectivamente, por razones que veremos
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Figura 4.37 La base funcional N} (u) ignorando las primeras y tltimas tres.

b, () &,

[

& (1) & (1)

i3 F A, [

Figura 4.38 La base funcional ciibica, y las cuatro sub-bases activas entre dos
valores del parametro global.

a continuacién. En un intervalo entre dos nudos sucesivos, solo cuatro puntos influen-
cian la posicion de la curva. Es decir, cada segmento polinomial es una combinacién
convexa de cuatro puntos sucesivos, cada uno participando con una sub-base distinta
(ver Figura 4.38).
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Por dicha razén las sub-bases adoptan los curiosos nombres by (u), bo(u), b_1(u),
b_o(u). b1(u) es la sub-base activa asociada a p;11, bp(u) es la sub-base activa asociada
a p;, b_1(u) es la sub-base activa asociada a p;—1, y b_2(u) es la sub-base activa asociada
a p;_o. Es decir

1
Ci(ui) = Y bp(ui)pish-
k=2

Para encontrar las sub-bases podemos plantear las siguientes condiciones de conti-
nuidad.

b1(0) =0 b1(0) =0 b1(0) =0

b1(1) = bo(0) b1(1) = bo(0) b1(1) = bo(0)
bo(1) = b-1(0) bo(1) = b-1(0) bo(1) = b-1(0)
bor(1) = boo(0)  b1(1) = bo(0)  b_y(1) = b_s(0)
b—2(1) =0 b—2(1) =0 b—2(1) =0

Es decir, tenemos cinco condiciones de continuidad en posicién, en primera derivada
y en segunda derivada. Cada sub-base es un polinomio cibico, con cuatro incégnitas.
Tenemos 16 incoégnitas y 15 ecuaciones. La condicién faltante es que

b1(u) +bo(u) +b_1(u) +b_2(u) =1para0 <u <1

Resolviendo las ecuaciones obtenemos:

bi(u) = lu3,

bo(u) :%u+m+mﬁﬂﬁy
um):apmum%
bo(u) :%u—m+w%m%

De esa manera, cada punto de control p; tiene asociada una base compuesta por cuatro
sub-bases no nulas, que determinan su influencia en la curva C(u). Dados n+ 1 puntos

de control pg,p1,---,Pn, la representaciéon de la curva de B-Splines ctbica es:
n—1
C(u) = | Ci(w),
i=2

lo cual es equivalente a una expresién como sumatoria (al estilo de la formulacién de
Bézier):

n—1
C(u) = Z N} (u)p.
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function base(u:real;i:integer) :double;
begin
case i of
1 : base:=u*u*u/6;
0 : base:=(1+u*x3*(1+ux(1-u)))/6;
-1 : base:=(4+u*u*x3*(-2+u))/6;
-2 : base:=(1+u*x(-3+u*(3-u)))/6;

procedure bsplines(var g:grafo_contr);
var i,j,k,index:integer;
u,v:real;
p:punto;
begin
p-z:=1; p-w:=1;
for k:=1 to pasos do begin
u:=k/pasos;
p.x:=0; p.y:=0;
for i:=-2 to 1 do begin
v:=base(u,i);
index:=i+j;
if index<0 then index:=0
else if index>pts_ctrol then index:= pts_ctrol;
p.x:=p.x+glindex] .x*v;
p.y:=p.y+glindex] .y*v;
end;
graf_linea(p);
end;
end;
end;

Figura 4.39 Implementacién de curvas Spline ctibicas uniformes por medio de
sub-bases.

Por otra parte, teniendo en cuenta que las funciones base tienen soporte solamente
en cuatro segmentos polinomiales, la expresién como sumatoria es ineficiente, siendo
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Figura 4.40 Curvas B-Splines de grado 3. La curva de la izquierda es periédica
por medio de la asignacion p; 54 ., mientras que la curva de la derecha tiene un
punto de control repetido (levemente separado para que se aprecie su ocurrencia).

preferible expresarla como unién de los segmentos

1
Ci(ui) = Y bp(wi)piyr-
k=2

El trozo de cédigo de la Figura 4.39 muestra una implementacién de curvas B-Splines
cuibicas uniformes. En la Figura 4.40 se observan curvas B-Spline cibicas uniformes
donde cada segmento polinomial fue computado con el algoritmo mostrado més arriba
(y graficado en distinto color), tomando como ejemplo una curva cerrada utilizando
asignacién periddica, y un grafo de control con puntos de control repetidos.

Es posible observar que las curvas B-Spline no pasan por el primer y dltimo punto de
control. En efecto, dada una secuencia de puntos de control pg, p1,- -, pn, €l segmento
de curva

Ca(u) = b_2(u)po + b_1(u)p1 + bo(0)p2 + b1 (u)p3
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Figura 4.41 Los segmentos definidos de una curva B-Spline cibica uniforme.

comienza en

1 4 1
C2(0) = b_2(0)po + b_1(0)p1 + bo(0)p2 + b1(0)ps = GPo+gPLt P2t 0ps.

El segmento C7 no esta definido porque no tenemos punto de control p_;. Lo mismo
sucede con C,(u). En general, estdn definidos los segmentos Cs a C,,_1 (ver Figu-
ra 4.41).

Para garantizar que la curva comience en py podemos repetir dicho punto. Repitien-
do una sola vez, es decir, haciendo que la secuencia comienze con p_1 = pg, obtenemos
la posibilidad de que C'(u) esté definida, y

1 4 1
C1(0) = b—2(0)po + b-1(0)po + bo(0)p1 + b1(0)p2 = GPo T gPo+ Pt Opa.

Es decir, la curva comienza en un punto que esta a % depoya % de p;. La tnica forma
de que la curva pase por pg es repetirlo.
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4.4.5 Evaluacién de B-Splines cuibicos

La representacion de curvas por medio de B-Splines cibicos uniformes quedé deter-
minada por un esquema en el cual cada punto de la curva estd determinado por la
suma convexa de cuatro puntos de control, donde el coeficiente de cada punto es un
polinomio cibico. Por lo tanto, se requiere un esquema eficiente para evaluar funciones
de la forma

p(u) = au® + bu® + cu + d,

con 0 <u<l1.

Es posible encontrar dicha evaluacién econémica utilizando una metodologia similar
a la evaluacién por diferencias finitas (DDA) como hicimos en el Capitulo 2 con rectas
y circunferencias. Sea n + 1 la cantidad de evaluaciones y sea el incremento en cada
evaluacién el valor

§=—.
n

La diferencia entre dos evaluaciones sucesivas
A1 (i0) = p((i + 1)d) — p(id)

es una funcién de grado 2 en u. Lo mismo puede hacerse para diferencias de mayor
orden:

Ap(i6) = Ap-1((i + 1)6) — Ap-1(i6),k > 1
hasta llegar a una funcién constante, en este caso

As(id) = A.

De esa manera, conociendo A y As((i — 1)d) podemos obtener As(id), para todo ¢
tal que 0 < ¢ < n. Igualmente, con Ay(id) y A1((i — 1)) obtenemos A1(i6), 0 < i < n,
y con A1(id) y p((i — 1)d) obtenemos p(id), 0 < i < n.

Por lo tanto, solamente es necesario conocer p y los distintos A en v = 0. Un réapido
analisis nos permite encontrar

p(0) = d,
A1(0) = p(6) —p(0) = ad®+ b6+ cd,
AQ(O) = Al(é) — A1(0) = 6a53 + 2[)52,

Ag = Ag(é) — AQ(O) = 6a(53.

De esa manera, es posible computar un polinomio cibico evaluado a intervalos
regulares entre 0 y 1, utilizando solamente tres sumas (ver Figura 4.42).
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A
Ay(0) % Ay(6) Ay(26) i: Ay (36)
Aq1(0) i: Aq(6) A1(26) i: A1(35)
p(0) — p(0) — p(20) ——> p(35) ————> ...

Figura 4.42 Evaluacion de un polinomio ciibico por DDA.

4.5 Aproximacion de Curvas III: Modelos Avanzados

Aunque no resulte aparente a primera vista, existen relaciones geométricas muy pro-
fundas entre los métodos de Hermite, Bézier y B-Splines. En particular, dado un grafo
de control de n + 1 puntos, los interpolantes de grado k& de Hermite pueden transfor-
marse en n — 1 curvas de Bézier de grado k que se unen en los puntos de control con
orden de continuidad k£ — 2, donde los £ — 1 puntos de control de cada curva de Bézier
surgen de relaciones geométricas entre el grafo de control original y las restricciones de
continuidad establecidas. Una situacién similar ocurre con los B-Splines uniformes o
no de grado k. Por lo tanto, dedicaremos la primera parte de esta Seccién a desarrollar
estos conceptos para el caso particular en el que k = 3.

El estudio de estas equivalencias geométricas es de gran importancia. Por una parte
muestra en qué medida las diferencias entre los métodos estudiados son aparentes, pese
a que cada uno fue desarrollado a partir de diferentes motivaciones. Esto le da al
tema una notable maduraciéon. Por otra parte, los métodos comparados dan origen
a un “metamétodo” que permite definir y caracterizar abstractamente a cada caso
particular, y posibilita la bisqueda de simplificaciones tedricas y algoritmicas.

118 Claudio Delrieux y Juliana Gambini



COMPUTACION GRAFICA - UBA 2003

4.5. Aproximacién de Curvas III: Modelos Avanzados

4.5.1 Curvas de Hermite y B-Splines como curvas de Bézier

En la Seccién 4.2 vimos que para interpolar por Hermite una curva cibica C;(u) que
pase por p; = (x;,¥;) ¥ por pi+1 = (Ti+1,Yi+1), con una determinada derivada p; en el
primer punto y con una derivada p;;1 en el segundo, necesitamos encontrar dos funcio-
nes fz(u) y fy(u) como polinomios cibicos en u. Representando todas las restricciones
en un unico sistema de ecuaciones encontrabamos que:

f2(0) 0001 e
)] 1111 c2
f001 10010 cl
fa(1) 3210

La solucién de dicho sistema nos permite encontrar los coeficientes de los polinomios
cubicos buscados.

Si la curva de Hermite resultante entre p; y p;+1 es una cubica, y la base de Bernstein
permite representar cualquier curva ctbica (dado que es, en efecto, una base), entonces
debe existir una curva de Bézier ctibica idéntica al interpolante de Hermite. Por lo
tanto, para describir dicha curva debemos encontrar los cuatro puntos que la definen.
Por razones que quedaran claras en un momento, dichos puntos seran denotados como

bsi, bsi+1, byir1)—1 Y b3y

Ahora bien, como quedd claro en la Seccién 4.3, las curvas de Bézier comienzan y
terminan en el primer y ultimo punto de control, respectivamente. Por lo tanto

bsi = pi,
bsit1) = Pit1-
Ademas, la curva de Bézier comienza siendo tangente en bs; al segmento bs;bsii1 y
termina siendo tangente en bs(;;1) al segmento bg(;11)_1b3(;41). Por lo tanto, dichos

segmentos deben ser colineales a las derivadas p; y pi+1, respectivamente, que definen
al interpolante de Hermite. Es decir

bsi-1 = bz — api,
bsi+1 = bz +ap;.
Al asignar el mismo coeficiente, se determina que en los puntos bs;, donde se unen dos

curvas de Bézier (y por lo tanto denominado punto de unidn), las dos curvas se unen
con la misma derivada, y por lo tanto se unen en forma C' continua (ver Figura 4.43).

Toda asignacién de un coeficiente « no trivial encuentra los demés puntos de Bézier
(denominados puntos interiores), con los cuales se produce una interpolacién ctibica C!
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Di—1

b3(i71) = Di—-1

Pi—2

bs(it1)-1

b3(i—2) = pi—2

Figura 4.43 Interpolacién de Hermite como curvas de Bézier.

continua, de la cual la interpolacién de Hermite es un caso particular en la que o = %

Otros coeficientes producen curvas interpolantes con propiedades diversas. Asimismo,
es posible asignar un coeficiente distinto a cada punto de unién, lo cual equivale a
modificar escalarmente la derivada en los puntos de control.

En los B-Splines ctbicos uniformes, las restricciones geométricas son mayores, dado
que las curvas de Bézier subyacentes deben unirse con continuidad C?. Esto se consigue
haciendo que los puntos interiores bs;+1 y b3;11)-1 estén a un tercio y dos tercios
(respectivamente) a lo largo del segmento D;p;11, y que los puntos de unién dependan
de los interiores haciendo que bs; esté a mitad de camino entre bs;—1 y bs;+1 y que
bs(i+1) esté a mitad de camino entre bg;y1)—1 y b3(iy1)+1 (ver Figura 4.44). Esta
construccién garantiza continuidad C? dado que los segmentos b3(i—1)+1b3i—1y b3i—1b3;,
y los segmentos b3;bs;+1 y bsi+1b3(;11)—1 son proporcionales.

En los B-Splines cubicos no uniformes, la equivalencia es similar. El tinico punto
a tener en cuenta es que la parametrizacién es no uniforme, es decir, tenemos un
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b3(i-1)+1 bsi—1

Di

b3(i+1)-1

Di+1

Figura 4.44 B-Splines cubicos uniformes como curvas de Bézier.
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bs(i-1)+1 bsi—1

JAVER]

Di+1

Figura 4.45 B-Splines cubicos no uniformes como curvas de Bézier.

parametro global u tal que la secuencia de valores ty,t1, - -,t; asociada a los nudos
no cumple que A; = t;y1 —t; = Aj para ¢,j arbitrarios (ver Figura 4.45). Por lo
tanto es necesario modificar el planteo geométrico anterior para tener en cuenta la
parametrizacién no uniforme:

be . - (Riat Ai)pi+ Aipiy
it Ao+ A1+ 4

bori — (Ai—1 + A)pit1 + Aiyapi (4.7)
sl A1 +0i+01

Aji1bzi—1 + Ajbzi

by =
s A1+ A
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4.5.2 Curvas de Bézier racionales

Si bien los resultados presentados en las dos Secciones anteriores solucionan satisfacto-
riamente el problema de aproximar interactivamente curvas de forma arbitraria a partir
de puntos de control, existen todavia algunas limitaciones en los resultados obtenidos.
Por ejemplo, no es posible encontrar un grafo de control razonable cuya aproximacién
produzca una circunferencia. Por dicha razdén presentaremos brevemente algunos con-
ceptos que permiten extender las posibilidades y dar mayor flexibilidad a las curvas de
Bézier y B-Splines.

En muchas circunstancias de disefio es importante contar con algin dispositivo de
representacion que permita asignar distinta importancia a cada punto de control. Una
forma de hacerlo fue (como vimos en la Seccién 5.3) por medio de repetir puntos de
control. Esta forma de trabajar es un tanto limitada, dado que la importancia de los
puntos de control se representan con enteros, que determinan cudntas veces se repiten
los mismos. Muchas veces, sin embargo, puede desearse un control mas fino de la
importancia. Ademads, el grado de una curva de Bézier con varios puntos multiples se
torna inmanejable.

Por dicha razén, se desarrollaron las curvas de Bézier racionales (en un momento
veremos el por qué de este nombre), donde cada punto de control p; tiene asignado un
nudmero real no negativo w; que determina su peso en la curva. Los coeficientes de peso
w; son utilizados como parametros de forma. Si se incrementa uno de ellos, una parte
local de la curva es empujada hacia el punto p; asociado, mientras que el resto de la
curva se aleja del mismo. Este efecto es diferente al producido al modificar la posicién
del punto, dado que en dicho caso la curva se desplaza hacia una direccion uniforme (la
direccién en que se desplaz6 el punto de control) en mayor o menor medida segin sea
la influencia del punto desplazado (ver Figura 4.46).

La descripcion matematica de una curva de Bézier racional parte de tener en cuenta
que la importancia de cada punto de control estd en relacién con su peso y con la
sumatoria de todos los pesos de los puntos de control. Por lo tanto, la expresién para
la curva de Bézier racional es

(u)
Z z Owan( )

Es facil mostrar que la curva queda expresada en términos de las bases funcionales
determinadas por cocientes de polinomios (razén por la cual se denominan racionales
a estas curvas):
w; B} (u)
YisowiBP (u)’
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Figura 446 Modificar la posicion vs. modificar el peso de un punto de control.

las cuales generalizan las bases de Bernstein para el caso racional. Estas bases son tales
que su sumatoria es 1 en todos los casos. Por lo tanto generan combinaciones afines de
puntos de control y por ello son invariantes frente a transformaciones afines. Si todos
los pesos son no negativos, entonces la propiedad de armazén convexo sigue valiendo.
También es posible ver que la curva comienza y termina en el primer y ultimo punto
de control. Sin embargo, estas curvas extienden enormemente las posibilidades de las
curvas de Bézier no racionales, con un costo adicional bastante bajo.

Una forma de comprender los alcances de las curvas de Bézier racional, y de relacio-
nar el tema con otros de la Computacion Grafica, proviene de interpretar el coeficiente
w; de peso de cada punto como su coordenada homogénea h;. La razén de esta equiva-
lencia es sencilla, dado que el pasaje del espacio homogéneo al espacio euclideo se hace
por medio de una proyeccién. Una curva 2DH (en la cual los puntos de control estdn
en el espacio 2DH) es luego proyectada al plano h = 1.

Supongamos tener una parabola definida con tres puntos de control, y que incre-
mentamos el valor de la coordenada homogénea del segundo punto. Las pardbolas
resultantes se inclinan segtn el plano que pasa por los tres puntos de control, pero la
proyeccién de dichas parabolas sobre el plano A = 1 es una coleccion de curvas que es
empujada mas y mas hacia la proyeccién del segundo punto de control, a medida que
el valor de su coordenada homogénea aumenta (ver Figura 4.47). Entonces el efecto
de proyectar las parabolas con inclinacién cada vez mayor es equivalente al de trazar
curvas cada vez mas tensionadas hacia la proyeccion del segundo punto de control.
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Figura 4.47 Interpretacion proyectiva del peso de un punto de control en las curvas
racionales.
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procedure bezier_racional(var g:grafo_contr);
var i,j:integer;

u,v:real;
p:punto;
begin
p:=gl0];

graf_linea(p);
for i:=1 to pasos do begin
u:=i/pasos;
p.x:=0; p.y:=0; p.w:=0;
for j:=0 to pts_ctrol do begin
v:=bernstein(u, j,pts_ctrol);
p.x:=p.x + gljl.xxv*gl[j].w;
p-y:=p.y + gljl.y*xvxgljl.w;
p-w:=p.w + gl[j].wxv;
end;
graf_linea(p);
end;
end;

Figura 4.48 Implementacion proyectiva de las curvas de Bézier racionales.

Si la curvas resultantes son de segundo grado (porque las bases racionales siguen
siendo de segundo grado) pero no son siempre parabolas (porque hay una unica parabola
definida entre tres puntos) ;qué clase de curvas obtenemos cuando se modifica el peso
del segundo punto de control? El lector atento notara que toda curva de segundo grado
no degenerada es una cénica, y que por lo tanto las curvas resultantes deben ser arcos
de elipse o de hipérbola. En particular, si el peso del segundo punto es mayor que uno,
se puede mostrar (razonando a partir de la Figura 4.47) que la curva se acerca a dicho
punto cuando u > 0 y cuando u < 1, y por lo tanto en dicha circunstancia se acerca a
los dos segmentos del grafo de control. Por lo tanto tiene dos asintotas y luego es un
segmento de hipérbola. Reciprocamente, si el peso en el segundo punto es menor que
uno, entonces la curva tiende a acercarse a dicho punto cuando u < 0 o cuando u > 1,
de modo que en u = —00 y en u = 0o la curva se cierra. Por lo tanto la curva no tiene
asintotas y es un arco de elipse.

De esa manera, la generalizacion de las curvas de Bézier no racionales a curvas
racionales permite cubrir un importante grupo de problemas. Al mismo tiempo, ilustra
de manera intuitiva las relaciones entre geometria proyectiva y analitica. Un algoritmo
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para computar curvas de Bézier racionales se muestra en el trozo de cddigo de la
Figura 4.48, donde se utiliza el valor de la coordenada homogénea de los puntos del
grafo de control como peso de dichos puntos (comparar con el algoritmo para curvas de
Bézier por medio de las bases de Bernstein). Los resultados de modificar el peso en un
punto de control se muestran en la Figura 4.49, donde es posible notar la versatilidad
del resultado obtenido.

Figura 4.49 Curva de Bézier racional modificando el peso en un punto.

4.5.3 B-Splines cibicos racionales no uniformes (NURBS)

Los B-Splines racionales no uniformes (NURBS) se han convertido en un estdndar de
descripcién de curvas y superficies, tanto en Computaciéon Gréfica como en CAD. La
interpretaciéon geométrica que realizamos para las curvas de Bézier racionales sigue
siendo correcta en el caso de los B-Splines (uniformes o no) de cualquier grado. Por
lo tanto, para obtener una curva B-Spline racional basta con modificar la coordenada
homogénea de los puntos de control (originariamente 1) de modo de asignarles un peso
mayor o menor.
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De esa manera, la curva B-Spline racional (uniforme o no) de orden k par? que
aproxima n + 1 puntos queda expresada como

k+n—1 k
w; NF(u)
C(u) = i G .
W= 2 P N

De esa manera, las bases de Splines racionales son

wi N7 (u)
S wi N ()

donde la base de Splines no racionales es la vista en la ecuacién 4.6:

u—t; tivk — U
Nf(u) = ————NF"} () + —F—— Nl (u).
titk—1 — i bitk — Lit1
Dicha ecuacién se implementa computacionalmente combinando el algoritmo de B-
Splines mostrado mas arriba (ver Fig. 4.28) con la misma técnica de representar el peso
con la coordenada homogénea de un punto (ver Figura 4.50).

El efecto de aumentar el peso de un punto en las bases se puede observar en la
Figura 4.51, donde la parametrizacién es uniforme. La combinacion de parametriza-
ciones no uniformes y pesos permite obtener una gran variedad de curvas NURBS a
partir de un mismo grafo de control, aunque los resultados obtenidos no siempre reflejan
intuitivamente el efecto de una parametrizacién con peso dada.

Al mismo tiempo, es posible representar una curva NURBS como compuesta por
segmentos de curvas de Bézier racionales de grado k. Para ello es necesario encontrar,
ademds, el peso de los puntos de Bézier de unién e interiores en funcién del peso de los
puntos de control. En el caso cibico, las ecuaciones 4.7 se transforman en

wi—18ipi—1 + wi(1 — Bi)pi

bsi-1 = ”
3i—1
b o wi(l = aip1)pi + Wit10G 1P
R W3it1 ’
13

para los puntos interiores, cuyos pesos son
w3zi—1 = wi—10; + w;(1 — G;),
w341 = wi(1 — ;) + wir1Qi41,

y las constantes auxiliares son

o — AVED)
! Ao+ A1+ A/

2Recordar que en estos casos, cada nudo de la curva estd asociado a un punto de control.
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procedure nurbs(var g:grafo_contr);
var i,j:integer;
u,v:real;
p:punto;
begin
for i:=0 to pasos*(pts_ctrol-grado+2) do begin
u:=(i/pasos);
p.-x:=0; p.y:=0; p.w:=0;
for j:=0 to pts_ctrol do begin
v:=base(u, j,grado)*g[j].w;
p.-x:=p.x + gljl .x*v;
p.y:=p.y + gljl.y*v;
P.W:=p.w + V;
end;
graf_linea(p);
end;
end;

Figura 4.50 Implementacion de curvas NURBS como Splines no uniformes proyec-

tivos.
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Figura 4.51 Bases NURBS modificando el peso en un punto.
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A,
Aio+ A1 +A;

De manera similar se definen los puntos de Bézier de unién:

B =

~ viwzi—1bi 1+ (1 — y)wsip1b3iga

bs; = )
w3;
donde la constante auxiliar es A
. i
%= A1+ A

y el peso del punto de Bézier de unién es
w3i = Ywsi—1 + (1 — vi)wsit1.

De esa forma, es posible computar los NURBS con la base de Bézier racional, la cual
es menos compleja que la base recursiva de Splines no uniformes.

4.5.4 [(3-Splines

Es posible observar que el orden de continuidad paramétrica C* (es decir, k veces
continuamente derivable respecto del pardmetro), es una medida “exagerada” del orden
de continuidad de una curva implementada con segmentos polinomiales paramétricos.
El interés de un orden de continuidad determinado proviene de la geometria de la curva
resultante en la unién. Por lo tanto, es posible pensar que la verdadera medida es el
orden de continuidad geométrica G¥, definido como el méximo orden para el cual una
curva es continuamente derivable respecto de las direcciones de los ejes de un sistema
de coordenadas arbitrario. Es decir, utilizamos la descripcién de la curva como

Gty | ) = e+ 2+ e
fy(u) = c3uP + 2w + cpu + ¢,

donde f(u) y fy(u) representan respectivamente los valores de la posicién geométrica

de C(u) para un valor dado del pardmetro wu.

i Puede una curva ser discontinua en su derivada respecto de u pero no en su derivada
respecto de x o y? Por ejemplo, sean

U sio<u<l1

f:r(u) = fy(u) = { 2

U siu>1

La “curva” es la recta identidad. Pero en u = 1 existe una discontinuidad en su derivada
paramétrica, la cual no es posible encontrar en su derivada geométrica (por mucho que
se la analice).
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Por lo tanto, los requisitos generales planteados al comienzo de este Capitulo se
refieren, en realidad, a que las curvas y superficies que se buscan deben ser, como
minimo, G? continuas (en vez de C? continuas). Esto nos da mayor flexibilidad a la
hora de plantear una base para resolver un problema de aproximacién o interpolacion.
Geométricamente, dos curvas se unen con continuidad G' si sus vectores derivada en
el punto de union tienen la misma direccion en ambas curvas en el punto de la union.
La magnitud de estas derivadas (es decir la
el punto de la unién) no afecta la continuidad geométrica. Por lo tanto, es posible

“velocidad” con que cada curva recorre

unir con continuidad G' dos curvas en un punto, si sus derivadas en dicho punto son
paralelas, es decir, si la curva es instantdneamente acelerada o frenada en direccién de
la derivada (excluyendo, por supuesto, el caso en que alguna de las dos derivadas se
haga cero).

Lo mismo sucede con la segunda derivada. La interpretacién geométrica de la
segunda derivada de una curva en un punto es, precisamente, su curvatura. Intuitiva-
mente, sin alterar la continuidad G2, la curvatura puede modificarse instantdneamente
en un punto solo en la direccion de la tangente. De hecho, cuando se modifica ins-
tantaneamente la velocidad de la curva en direccién de la tangente, también se estd
modificando su curvatura.

En la formulacién original, los coeficientes de modificacién instantdnea de velocidad
y curvatura se denominan (31 y (o, respectivamente. De esa manera, si en la unién entre
dos segmentos de curva polinomial ocurre un salto instantdneo en la derivada, queda
expresado como

Ci(0) = S1Ci-1(1),

lo cual también produce un cambio instantaneo en la curvatura
Ci(0) = BiCi1(1)

(porque el radio de curvatura es proporcional a la velocidad al cuadrado). Si ademds
deseamos modificar instantdneamente la curvatura en direccién de la tangente, vemos
que

Ci(0) = B1Ci-1(1) + f2Ci-1(1).

Las tunicas restricciones son que 31 no puede ser cero, mientras que (2 no puede ser
negativo.

Esto nos lleva a repetir el proceso de plantear las bases de Splines G? continuos de
una manera similar a los Splines C? continuos, es decir, a traves de cuatro sub-bases.
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function base(u,bl,b2:real;i:integer) :double;
var d:double;
begin
d:=1/(2%b1*(2+b1*(2+b1) ) +b2+2) ;
case i of
1 : base:=u*uxux2x*d;
0 : base:=d*(2+u*(6*bl+u*(3*b2+6*bl*bl-u*2*(b2+b1*(b1+1)+1))));
-1 : base:=d*(b2+4*xbl1*(bl+1) + ux(6xbix(bixb1l-1))
+ uwxux (-3*% (b2+2*xb1*blx(bl+1)) + wx2x(b2+bl*(blx(bl+1)+1))));
-2 : base:=d*2*blxblxbl* (1+u*(-3+u*x(3-u)));
else writeln(’error’)
end;
end;

Figura 4.52 Bases funcionales de 3-Splines.

En este caso, las restricciones de continuidad son

0 = bi41(0) 0 = bi41(0) 0 = bi11(0),
bivi(1) = bi(0)  Bibia(l) = bi(0) B z+1(1)+ﬁ2bz+1(1) = bi(0),
bi(1) = bi-1(0)  Bubi(1) = bi1(0) Bbi(1) + Babi(1) = bi-1(0),
bi1(1) = bi—2(0) 515 (1) = bi—2(0) 51 )i 1(1)+ﬂ2bz 1(1) = b;—2(0),
bi2(1) = 0 Bibia(l) = 0 B3bi_2(1) + Babi2(1) = 0,
las cuales, junto con
b,'+1(u) + bl(u) + bi_l(u) + bi_g(u) =1
nos permiten obtener
bl = (),
bi(u) = %[2+6[31u+(362+65%)u2—(2[32+2[3%+2[31—|—2)u3],
bi—1(u) = %Wﬁ+45?+ﬂﬁ%+&ﬂ§—ﬂﬂu—30%+2ﬂ?+ﬂﬁm2+
+2(B2 + B + 687 + B,
boaw) = 32188 380+ 35% - B,

con
6 =283+ 462 + 461 + B2 + 2 # 0.
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procedure beta_splines(var g:grafo_contr; c:integer);
var i,j,k,index:integer;

u,v:real;
p:punto;
begin
p.z:=1; p.w:=1;
bl:=1.5; b2:=3; {valores arbitrarios}
for j:=1 to pts_ctrol do begin
p.x:=0; p.y:=0;

for k:=0 to pasos do begin
u:=k/pasos;
p.x:=0; p.y:=0;
for i:=-2 to 1 do begin
v:=base(u,bl,b2,i);
index:=i+j;

if index<0 then index:=0 {repite primer y ultimo puntos}

else if index>pts_ctrol then index:= pts_ctrol;

p-x:=p.x+g[index] .x*v;
p.y:=p.y+glindex] .y*v;
end;

graf_linea(p);

end;

end;
end;

Figura 4.53 Implementacién de curvas (3-Splines.

Podemos ver en los trozos de cédigo de la Figura 4.52 la implementacion de las ba-
ses de (-Splines, factorizando los polinomios para agilizar la implementacién, y en la
Figura 4.53 los detalles de implementacién de curvas (B-Splines, mientras que en la Fi-
gura 4.54 se observan las bases resultantes al modificar independientemente el valor de

By Ba.

Debemos notar que si sustituimos 5y = 1 y #2 = 0 estamos en el caso de los B-
Splines (tanto en restricciones como en segmentos base). Estos nuevos parametros son
grados de libertad que tiene la definicién de la base, es decir, tenemos una familia
biparamétrica de bases.
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g SN

b, (1) by (10) b,(w) b,(10)

Figura 4.54 Bases de 3-Splines. La parte superior muestra valores de sesgo menores
o mayores de 1 con tensién 0, mientras que la parte inferior muestra valores de
tension mayores de 0 con sesgo 1.

En realidad, toda base que particione la unidad en funciones no negativas con
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soporte local puede ser una base de Splines, y la continuidad de sus sub-bases define
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Figura 4.55 Curva (3-Splines modificando el sesgo en el segundo y quinto punto.

el orden de continuidad resultante. En el caso de los 3-Splines, los parametros (1 y
B2 se denominan parametros de sesgo y tensidn, respectivamente, dado que 31 permite
sesgar la curva hacia izquierda o derecha del grafo de control (segin sea mayor o menor
que uno), mientras que [, permite tensarla hacia el grafo de control (ver Figuras 4.55
y 4.57).

Lo importante para la utilidad y versatilidad de este método no es exactamente
que la base sea biparamétrica, sino que los pardmetros de forma pueden variar en cada
punto de control (como en el caso de los pesos en las curvas racionales). Dados dos
puntos de control vecinos p; y p;+1 es posible encontrar la siguiente funcién

Bi(u) = B + (Bui+1 — B1,i)[10u” — 15u* + 6u°),

la cual encuentra el valor de 51 en un punto dado. Lo mismo se hace en (81 y (o
para todo segmento de la curva. De esa manera, tenemos curvas con control local
en sus parametros de forma. El trozo de programa de la Figura 4.56 muestra una
implementacién de estas curvas, asumiendo que los valores de sesgo y tensién de cada
punto forman parte del registro asociado.

La utilidad de estas curvas es proveer un mecanismo mas intuitivo para el con-
trol de la forma de las aproximaciones que lo que se puede obtener con NURBS. De
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type punto = record x,y,z,w,btl,bt2:real
end;

procedure beta_splines(var g:grafo_contr; c:integer);
var i,j,k,index,j2:integer;
u,v,bl,b2,w:real;
p:punto;
begin
for j:=1 to pts_ctrol do begin
p.z:=1; p.w:=1;
for k:=0 to pasos do begin
u:=k/pasos;
p.x:=0; p.y:=0;
for i:=-2 to 1 do begin
index:=i+j;
if index<0 then index:=0
else if index>pts_ctrol then index:= pts_ctrol;
if j=pts_ctrol then j2:= pts_ctrol else j2:=j+1;
we=wkwkuk (10+ukx (-15+6%u) ) ;
bl:=g[j].bt1+(g[j2] .bt1-g[j].bt1) *w;
b2:=g[j].bt2+(g[j2] .bt2-g[j].bt2) *w;
v:=base(u,bl,b2,1i);
p-x:=p.x+gl[index] .x*v;
p.y:=p.y+glindex] .y*v;
end;
graf_linea(p,c+j);
end;
end;
end;

Figura 4.56 Implementacion de curvas con 3 local.

136 Claudio Delrieux y Juliana Gambini




COMPUTACION GRAFICA - UBA 2003

4.5. Aproximacién de Curvas III: Modelos Avanzados

!

Figura 4.57 Curva (-Splines modificando la tension.

todas maneras, no es posible encontrar una caracterizaciéon geométrica elegante para
los parametros de sesgo y tensién, como hicimos con el peso en las curvas racionales.
Esto significa que las curvas resultantes dejan de pertenecer a la érbita familiar de
la geometria proyectiva o de la geometria analitica. Entre otras consecuencias, no es
posible encontrar una representacion equivalente con curvas de Bézier con puntos de
union e interiores.
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4.6 Ejercicios

138

. Implementar los algoritmos de aproximacién e interpolaciéon de curvas de Hermite,

Bézier (por de Casteljau y por Bernstein) y B-Spline ciibicos uniformes.

Aplicar los métodos a un grupo de grafos de control de prueba (por ejemplo, una
“onda cuadrada”, una curva cerrada o para aproximar un mapa de la Provincia).
Comparar los resultados obtenidos y el tiempo insumido, y encontrar ventajas y
desventajas de cada uno.

Dibuje su propia firma. ;Qué método utiliz6? ;Por qué? ;Cuantos puntos de
control fueron necesarios y cudnto tiempo de trabajo requirié encontrarlos? ;Qué
se concluye?

. Implementar los B-Splines cibicos uniformes por medio de curvas de Bézier

cibicas. Comparar resultados y tiempos con la implementacién de B-Splines
propiamente dichos.

Implementar B-Splines ciibicos no uniformes por medio de curvas de Bézier. Dado
un mismo grafo de control, asignar parametrizaciones no uniformes y comparar
los resultados.

. Implementar Bézier racionales y NURBS. Aplicar a los mismos problemas que en

los ejercicios 2 y 3. Comentar los resultados.
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4.7 Bibliografia recomendada

El tratamiento de este tema es un poco superficial en los textos cldsicos de Computa-
cién Gréfica. Al mismo tiempo, el gran desarrollo que ha tenido hace que los resultados
recientes figuren casi exclusivamente en articulos en revistas o en libros especificos del
tema. De todas maneras, existen libros dedicados exclusivamente a curvas y superficies
para CAGD que comienzan desde un nivel adecuadamente introductorio y presentan
todo lo necesario para conocer el material clasico sobre curvas y superficies de Bézier
y B-Splines. La recomendacién bésica es el libro de Farin [30], el cual es exhaustivo y
presenta los temas de relevancia de una manera clara y definitiva. Otro libro recomen-
dable es el de Bartels, Barski y Beatty [6], que sin ser tan riguroso y preciso presenta
algunos temas avanzados desarrollados por los autores, y que no es posible encontrar
en otros textos.

Un buen material introductorio al tema de las curvas racionales puede leerse en
[70], donde se presenta la interpretacién proyectiva de las curvas de Bézier racionales
y se deriva el sistema de coordenadas baricéntrico asociado a las bases de Bernstein
racionales. El mismo autor presenta en [71] una introduccién a las curvas y superficies
NURBS.

Los (-Splines son un desarrollo relativamente reciente. La discusién acerca de la
continuidad paramétrica versus la continuidad geométrica estd presentada en [5]. Los
B-Splines son comparados con los métodos cldsicos en [3], y la derivacién de la ecuacién
del control local para los pardmetros de forma estd en [4]. Recomendamos también a
los interesados que consulten [26].
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