
2 Algoritmos y
Conceptos B¶asicos
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

2.1 Dispositivos Gr¶a¯cos

Los resultados gr¶a¯cos de una aplicaci¶on pueden mostrarse en una gran variedad de

dispositivos de salida. Normalmente estos dispositivos son o bien de pantalla o bien

de impresi¶on. Sin embargo, desde el punto de vista de la Computaci¶on Gr¶a¯ca, es

importante otra clasi¯caci¶on, referida al modo en que los mismos son manejados por la

computadora. De esa manera, podemos ver que existen dispositivos de los siguientes

tipos:

² Dispositivos de vectores, los cuales reciben de la computadora la informaci¶on
geom¶etrica de la localizaci¶on y tama~no de las primitivas que soportan, de las

cuales producen una reproducci¶on \caligr¶a¯ca".

² Dispositivos de raster, los cuales reciben de la computadora la informaci¶on de
una serie de pixels, los cuales son posicionados en forma contigua.

Los dispositivos de vectores fueron los primeros en desarrollarse, pero luego del

vertiginoso descenso en el costo de la memoria vol¶atil, a partir de la d¶ecada del 70

se hicieron m¶as baratos los dispositivos de raster. Como veremos en este Cap¶³tulo,

¶esto implica un cambio en la manera de representar las primitivas gr¶a¯cas (usualmente

dichas primitivas son el punto, el segmento de recta y la circunferencia o el c¶³rculo).

2.1.1 Dispositivos de vectores

Actualmente estos dispositivos son m¶as caros, pero tienen ciertas ventajas que los hacen

¶unicos. Por ejemplo, tienen mucha mejor resoluci¶on y precisi¶on que los dispositivos de

raster, y requieren un ancho de banda de comunicaci¶on mucho menor dado que no

reciben la discretizaci¶on completa de las primitivas sino solamente su posici¶on.

Plotters: Gra¯can en una hoja (que en algunos casos puede ser de gran tama~no) sobre

la cual se desliza una pluma movida por motores de pasos de gran precisi¶on. En

los plotters de tambor, la pluma se desliza en sentido horizontal y el papel en

sentido vertical. En los plotters planos (m¶as econ¶omicos), el papel est¶a ¯jo y la

pluma realiza todos los movimientos. Son usuales las resoluciones del orden de

los 10000 £ 10000. Es posible utilizar colores por medio de varias plumas. Son
ideales para la gra¯caci¶on r¶apida y precisa de planos.
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2.1. Dispositivos Gr¶a¯cos

Displays de almacenamiento: Al igual que televisores y monitores, estos dispositi-

vos son pantallas de rayos cat¶odicos, pero di¯eren en ciertos aspectos tecnol¶ogicos.

Esencialmente, la pantalla tiene cierta \memoria" electrost¶atica que mantiene vi-

sibles los elementos gra¯cados con muy alta precisi¶on y sin la necesidad de refres-

co. Por lo tanto, una imagen muy compleja a la cual se van agregando elementos

en orden es idealmente representada por estos dispositivos. Un elemento se re-

presenta \pint¶andolo" por medio de una serie de recorridas del ca~n¶on electr¶onico.

El borrado, sin embargo, no puede hacerse en forma selectiva, por lo que no se

puede alterar la posici¶on de un elemento sin tener que borrar y redibujar todos

los dem¶as. Sin embargo, su precisi¶on y velocidad sin necesidad de memoria vol¶atil

los hace ideales para la representaci¶on de im¶agenes de radares.

2.1.2 Dispositivos de raster

Impresoras de matriz: Era hasta hace poco el dispositivo de impresi¶on m¶as com¶un.

Recibe de la computadora la informaci¶on gr¶a¯ca como una secuencia de l¶³neas,

las cuales va reproduciendo con una cabeza impresora (por medio del golpe de

martillos o el roc¶³o de tinta).

Impresoras Laser: Recibe de la computadora la informaci¶on gr¶a¯ca como una se-

cuencia de l¶³neas, las cuales almacena en una memoria local. Dicha memoria es

utilizada para comandar la intensidad de un haz laser que recorre l¶³nea por l¶³nea

el papel, mientras es expuesto al contacto del toner. Donde el haz incide con gran

intensidad, el papel se dilata por el calor y absorbe el toner.

Monitores: Se han popularizado enormemente a partir del descenso en el precio de

la memoria vol¶atil y el incremento constante en la calidad de las prestaciones

(resoluci¶on, color, precisi¶on). Esencialmente se comportan de una manera similar

a un receptor de televisi¶on, excepto por el hecho de que reciben la se~nal de video y

sincronismo en forma directa de la computadora y no a trav¶es de una portadora

de radio. Al igual que con las impresoras de matriz, la imagen se construye

l¶³nea por l¶³nea, en sentido horizontal primero (de izquierda a derecha) y vertical

despu¶es (de arriba abajo). Debe existir un refresco de la imagen en memoria, la

cual es recorrida por la tarjeta gr¶a¯ca de la computadora para producir las l¶³neas

de barrido. Por lo tanto, el elemento esencial en estos dispositivos es la tarjeta

gr¶a¯ca, la cual veremos en detalle m¶as adelante. Los monitores m¶as poulares

pueden tener resoluciones de hasta 1200 £ 1024 (aunque este l¶³mite avanza d¶³a
a d¶³a), con una cantidad de colores limitada por las prestaciones de la tarjeta

gr¶a¯ca. Esto representa una calidad m¶as que aceptable para la mayor parte de

las aplicaciones.
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

2.1.3 Hardware gr¶a¯co para monitores

Tarjeta Gr¶afica

CPU

Monitor

Ar
bi
tro

Frame Bu®er

Generador
de Video

-¾ -¾

-

6
?

6

Figura 2.1 Componentes b¶asicos de una tarjeta gr¶a¯ca de raster.

Los dispositivos de raster requieren un refresco permanente de la discretizaci¶on de

la salida gr¶a¯ca. En el caso de los monitores, dicho refresco se realiza en un segmento

de la memoria vol¶atil de la computadora denominada frame bu®er o bu®er de pantalla,

que usualmente se implementa por medio de memoria RAM de alta velocidad localizada

dentro de la tarjeta gr¶a¯ca. El bu®er de pantalla es accedido en forma r¶³tmica por el

generador de video, que es el encargado de \componer" la se~nal de video que va hacia

el monitor. Al mismo tiempo, al producirse una salida gr¶a¯ca por parte de la CPU de

la computadora, la misma debe ser discretizada y almacenada en el bu®er de pantalla.

Este acceso debe ser permitido solamente en los momentos en los que el generador de

video no est¶a accediendo al bu®er, y por lo tanto se requiere el uso de un ¶arbitro que

mantenga abierto el acceso al bu®er solo en esos casos (ver Figura 2.1).

El temporizado es cr¶³tico en el manejo del bu®er de pantalla, por lo que se requiere

memoria RAM de alta velocidad, mucho mayor que la velocidad requerida para la RAM

de la CPU. Por ejemplo, en una norma de video de 1024 pixels por l¶³nea, la pantalla es

refrescada 35 veces por segundo a una tasa de aproximadamente un millon de pixels por

pantalla. Esto signi¯ca que en promedio el bu®er de pantalla es accedido 35 millones de
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2.1. Dispositivos Gr¶a¯cos

Tarjeta Gr¶afica

M
o
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Frame
bu®er

Generador
de Video
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-

CPU RAM

Bus Local
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¡¡ @@
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Figura 2.2 Tarjeta gr¶a¯ca basada en tecnolog¶³a local bus.

veces por segundo por el generador de video, lo cual requiere una velocidad de acceso

a memoria de aproximadamente 30ns para cumplir solo con el refresco de pantalla. En

una situaci¶on como ¶esta, utilizar memoria de 25ns. para el bu®er de pantalla permite

utilizar solamente un pico de 5 millones de accesos por segundo para la CPU, lo cual

en muchos casos es insu¯ciente si se tiene en cuenta que el acceso entre la CPU y

la tarjeta gr¶a¯ca por el bus ISA debe cumplir cierto protocolo que hace m¶as lenta la

comunicaci¶on.

Otro esquema posible para manejar la memoria de pantalla es utilizar la tecnolog¶³a

de bus local (difundida alrededor de 1993 con las motherboard 486 y tarjetas Vesa Local

Bus). B¶asicamente la idea es evitar el uso del bus de datos ISA para interconectar la

tarjeta gr¶a¯ca con la CPU. De ese modo se utiliza un segundo bus (llamado bus local),

normalmente de 32 bits en vez de 16, con la velocidad del reloj externo del micropro-

cesador (50Mhz. en vez de 8.33) y con capacidad de acceso directo a memoria (ver

Figura 2.2). Este tipo de con¯guraciones permiti¶o una mejor utilizaci¶on del ancho de

banda marginal de la memoria del frame bu®er, y por lo tanto, en determinadas apli-
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

caciones, como por ejemplo animaciones, la prestaci¶on de un mismo hardware aumenta

en un orden de magnitud solamente al modi¯car la con¯guraci¶on de acceso.

La evoluci¶on del hardware gr¶a¯co en PC sigui¶o esquemas similares, utiliz¶andose

primero el port PCI y luego el AGP. Las tarjetas gr¶a¯cas PCI ten¶³an una con¯guraci¶on

similar a las tarjetas ISA dado que el port est¶a pensado para dispositivos gen¶ericos.

Sin embargo, el acceso es en 32 bits, a frecuencia de reloj externo, y en algunos casos

con posiblidades de acceso directo a memoria. El port AGP, por su parte, permite un

acceso en 64 bits a frecuencia interna del micro (1Ghz. en algunos casos) directamente

al bus interno y al cach¶e. Por lo tanto es esperable un rendimiento cientos de veces

mayor que con las tarjetas ISA.

Un tema que evolucion¶o paralelamente a la velocidad de acceso y procesamiento

en las tarjetas gr¶a¯cas, fue la implementaci¶on por hardware de gran parte de los algo-

ritmos de la tuber¶³a de procesos gr¶a¯cos (ver Secc. 3.4.3). En efecto, la mayor parte

de los algoritmos b¶asicos que veremos en los siguientes dos cap¶³tulos se caracterizan

por ser directamente implementables en hardware, lo que acelera no solamente su eje-

cuci¶on sino tambi¶en la comunicaci¶on entre la CPU y la tarjeta gr¶a¯ca. Dependiendo

del sistema operativo, esta comunicaci¶on se establece a trav¶es de un protocolo que per-

mite abstraerse al desarrollador de aplicaciones de los detalles de implementaci¶on de

estos algoritmos. Un ejemplo destacado son las actuales tarjetas G-Force, que imple-

mentan por hardware no solo los algoritmos b¶asicos 2D y 3D sino gran parte de los

modelos de iluminaci¶on, sombreado, mapeo de texturas y dem¶as. De esa manera, una

de estas tarjetas est¶a en condiciones de manipular escenas muy complejas en tiempos

interactivos.

Otro interesante nivel de abstracci¶on con el que contamos actualmente para el

desarrollo de sistemas de computaci¶on gr¶a¯ca, son las bibliotecas (tambi¶en llamadas

librer¶³as) gr¶a¯cas, las cuales encapsulan tambi¶en gran parte de las funciones y pro-

cedimientos necesarios en la tuber¶³a de procesos. En la ¶ultima d¶ecada, OpenGL fue

adquiriendo hegemon¶³a por ser lo su¯cientemente completa, vers¶atil, y por permitir

el desarrollo intermigrable entre diferentes plataformas. En la actualidad, paquetes y

bibliotecas mucho m¶as complejas y espec¶³¯cas como VTK, Fly3D y otras, asientan su

funcionalidad sobre OpenGL.

Recapitulando, la clave del funcionamiento de la tarjeta gr¶a¯ca no est¶a en los re-

quisitos de memoria, sino en la estructura del generador de video. El generador de

video debe recorrer la memoria del bu®er de pantalla y entregar las l¶³neas de barrido

al monitor dentro de una determinada norma de video. Dicha norma puede ser una

norma de televisi¶on (PAL o NTSC) o de monitor (1024£768, 800£600, etc.). Enton-

22 Claudio Delrieux y Juliana Gambini
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2.1. Dispositivos Gr¶a¯cos

ces, el barrido es producido por un generador de barrido cuyas frecuencias horizontal

y vertical son programables en funci¶on de la norma que se utiliza.

Generador de Video

Arbitro

Direcci¶on

Datos

Sincro

V ideo

9>>>=>>>;
M
o
n
i
t
o
r

Direcci¶on
Lineal

Tabla
de Color

r

g

b

Generador
de Barrido

Vert. Hor.

M
e
m
o
r
i
a

¾

-

¾

-
-
-

-
-

¾
¾ r r

Figura 2.3 Estructura del generador de video.

Las se~nales de barrido son enviadas al monitor, pero tambi¶en se utilizan para en-

contrar la posici¶on de memoria en la cual est¶a almacenada la informaci¶on gr¶a¯ca de

cada pixel que constituye una l¶³nea de barrido. Esto se realiza por medio de una uni-

dad aritm¶etica que encuentra una direcci¶on lineal a partir de los valores de la se~nal de

barrido horizontal y vertical. La direcci¶on lineal habilita la salida del valor almacenado

en un lugar de la memoria del bu®er de pantalla. Dicho valor es transformado en in-

formaci¶on gr¶a¯ca por medio de una tabla de color (ver Figura 2.3), excepto en el modo

true color que se explicar¶a m¶as adelante.

En las tarjetas gr¶a¯cas se representa el color por medio del espacio crom¶atico RGB

(ver el Cap¶³tulo 5). Esto signi¯ca que el color de cada pixel se representa por medio

de una terna de valores de las componentes en rojo, verde y azul, respectivamente, que

tiene dicho color. Normalmente es innecesario almacenar dicha terna para cada pixel.

En cambio se utiliza una tabla de colores prede¯nidos para lograr un uso m¶as e¯caz del

bu®er de pantalla, dado que en el mismo no se almacena el color del pixel sino el ¶³ndice

al color correspondiente en la tabla de colores. Por ejemplo, si se utilizan solamente
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

256 colores simultaneos, entonces es necesario almacenar solamente 1 byte de ¶³ndice

para cada pixel (ver Figura 2.4).

1 byte/pixel

frame bu®er Tabla de Colores

0

i c

n¡ 1

r g b

0 ... ... ...

c rc gc bc

255 ... ... ...

n pixel = n bytes 28=256 colores simult¶aneos

(ej: 1024£1024 pixel = 1M) 218=256K colores de¯nibles

putpixel(x,y,c); setrgbpalette(c,r,g,b);

Figura 2.4 Modelo de memoria y tabla de colores a 1 byte/pixel.

En dicho modelo se utiliza la sentencia putpixel(x,y,c) para acceder al buf-

fer de pantalla y setear el pixel en la posici¶on (x, y) con el ¶³ndice de color c,

con x, y, c de tipo word. Para setear la tabla de colores se utiliza la sentencia

setrgbpalette(c,r,g,b), donde c es el ¶³ndice del color a setear, y r, g, b son las

componentes en el modelo RGB del color. En los modos gr¶a¯cos VGA y super VGA,

los par¶ametros r, g, b son de tipo word, pero se truncan los dos bit menos signi¯cati-

vos, dado que el rango efectivo de cada componente es de 0 a 63. Esto permite de¯nir

256 colores simult¶aneos de entre 256K colores de¯nibles. Por lo tanto es conveniente

utilizar una aritm¶etica dentro de dicho rango para representar los colores, y multiplicar

por 4 en el momento de la llamada.

El manejo se simpli¯ca en el modelo true color, en el cual cada pixel tiene alocada

la memoria para representar las componentes en RGB del color en que est¶a seteado

(ver Figura 2.5). Esto representa triplicar el tama~no del bu®er de pantalla y el ancho

de banda de la memoria asociada, lo cual tiene un costo bastante elevado, pero permite
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2.1. Dispositivos Gr¶a¯cos

True Color

0

3i ri
3i+1 gi
3i+2 bi

3n¡ 1

9>>>=>>>; pixel i

n pixel = 3n bytes

(ej: 1024£1024 pixel = 3M bytes)

224=16.7M colores simult¶aneos

picture.canvas.pixels[x][y]:=ri + 256 ¤ gi + 65536 ¤ bi;
(i=x*picture.widht + y)

Figura 2.5 Modelo de memoria true color.

representar 16.7M colores simult¶aneos (en el Cap¶³tulo 4 discutiremos si esta posibilidad

de representaci¶on es su¯ciente). En realidad, las tarjetas modernas tienen 8 bytes por

pixel (tres para el color, uno para el ® u opacidad, y cuatro para el z-bu®er), y en

algunos casos pueden haber otros 8 bytes m¶as para bu®er de texturas, iluminaci¶on, etc.

Como el modelo true color no est¶a debidamente soportado en los modos antiguos

de video, probablemente para poder acceder al bu®er de pantalla se requiera acceder

a la memoria por medio de interrupciones, reescribir los drivers de video, o instalar

drivers especiales para tarjetas gr¶a¯cas espec¶³¯cas. Afortunadamente, en los lenguajes

visuales las componentes que tienen propiedades gr¶a¯cas accesibles al programador

son programables con el debido nivel de abstracci¶on. Toda componente visual con

propiedad bitmap tiene la posibilidad de que su apariencia sea modi¯cada, a partir

de cambiar el contenido de dicho bitmap. Por ejemplo, en la plataforma Delphi, las

componentes de las clases form, picture, panel, etc., heredan la propiedad canvas

que, como su nombre lo indica, permite que la apariencia visual de la componente sea

modi¯cada.
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

En particular, el bitmap de dicha propiedad es accesible por medio de la pro-

piedad pixels, que es simplemente una matriz de tama~no id¶entico al bitmap, y

que en cada celda representa el color asociado al pixel respectivo. De esa mane-

ra, para modi¯car el contenido del pixel x,y de la componente, sete¶andolo al color

(r; g; b), es necesario modi¯car el contenido de dicha matriz por medio de una sentencia

picture.canvas.pixels[x][y]:=r + 256 ¤ g + 65536 ¤ b;.

2.2 T¶ecnicas de Discretizaci¶on

A partir de este punto, y en lo que resta del Cap¶³tulo, nos vamos a comprometer con el

modelo de dispositivo de raster. Para conseguir independencia de dispositivo, entonces,

es necesario adoptar un conjunto de primitivas y establecer una serie de m¶etodos que

permitan representar dichas primitivas en nuestro dispositivo de raster satisfaciendo un

conjunto de especi¯caciones.

2.2.1 El sistema de coordenadas f¶³sico

El primer paso para conseguir una representaci¶on adecuada de las primitivas es ca-

racterizar matem¶aticamente el medio que nos permite representarlas. Las primitivas

gr¶a¯cas independientes de dispositivo (en la \imagen" mental del usuario) normalmen-

te se representan en un espacio Eucl¶³deo de una determinada dimensi¶on. En dichas

condiciones un punto es una entidad matem¶atica p = (x; y), donde (x; y) 2 R2.

En el soporte aritm¶etico de la computadora, dicha representaci¶on se efect¶ua con los

tipos de datos provistos, que pueden ser n¶umeros reales con punto °otante de simple

o doble precisi¶on. Este espacio se denomina espacio de la escena y es uno de los

muchos espacios que se utilizar¶an para factorizar adecuadamente las diversas tareas de

un sistema gr¶a¯co.

Por ¶ultimo, en el soporte gr¶a¯co del bu®er de pantalla, un punto se representa

con un pixel, y dicha representaci¶on se efect¶ua seteando una posici¶on de memoria con

un contenido dado. Este espacio se denomina espacio de pantalla y se direcciona a

partir del sistema de coordenadas f¶³sico, cuyo origen es el v¶ertice superior izquierdo.

Es posible encontrar varias correspondencias posibles entre el sistema de coordenadas

f¶³sico y un sistema de coordenadas arbitrario en el espacio de la escena. En la literatura

normalmente se considera que un pixel es un \punto con extensi¶on" en el espacio de

la escena, y por lo tanto el origen de dicho espacio coincide con el v¶ertice superior

26 Claudio Delrieux y Juliana Gambini
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2.2. T¶ecnicas de Discretizaci¶on

0

Y

maxy

0 X maxx

-

?

t

t

y

x

x; y

Figura 2.6 Sistema de coordenadas f¶³sico junto al espacio de la escena.

izquierdo del pixel (0,0) (ver por ejemplo [33, 40, 66, 84]). Desde nuestro punto de

vista, esto no es del todo correcto, y parece m¶as adecuado pensar que el origen del

sistema de coordenadas de la escena esta en el centro del pixel (0,0) (ver Figura 2.6).

De esa manera, el espacio de pantalla es un espacio discreto y acotado

[0 .. maxx]£[0 .. maxy], con maxx, maxy2 N , el cual est¶a en correspondencia
con el espacio de la escena (eucl¶³deo) (x; y) 2 R2 a trav¶es de las operaciones
X := round(x);

Y := round(y);

Por dicha raz¶on es que la operaci¶on de llevar una primitiva del espacio de la escena al

espacio de pantalla se denomina discretizaci¶on.
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

2.2.2 Primitivas gr¶a¯cas

Es muy dif¶³cil escoger un conjunto de primitivas gr¶a¯cas que sea adecuado para la re-

presentaci¶on de todo tipo de entidades gr¶a¯cas. Sin embargo, el siguiente subconjunto

en la pr¶actica resulta su¯ciente:

Puntos: Se especi¯can a partir de su localizaci¶on y color. Su discretizaci¶on es directa,

como se mencion¶o m¶as arriba.

Segmentos de recta: Son esenciales para la mayor parte de las entidades. Se

especi¯can a partir de un par de puntos que representan sus extremos.

Circunferencias: En algunos casos representar entidades curvadas con segmentos

poligonales puede ser indadecuado o costoso, por lo que en la pr¶actica las circun-

ferencias o c¶³rculos se adoptan como primitivas. Se especi¯can con la posici¶on de

su centro y su radio.

Pol¶³gonos: Son indispensables para representar entidades s¶olidas. Se representan a

partir de la secuencia de puntos que determina la poligonal de su per¶³metro.

2.2.3 Especi¯caciones de una discretizaci¶on

En el momento de escoger un m¶etodo de discretizaci¶on para una primitiva gr¶a¯ca,

es indispensable contar con criterios que permitan evaluar y comparar las ventajas

y desventajas de las distintas alternativas. Entre todas las especi¯caciones posibles,

podemos mencionar las siguientes:

Apariencia: Es la especi¯caci¶on m¶as obvia, aunque no es f¶acil describirla en t¶erminos

formales. Normalmente se espera que un segmento de recta tenga una \aparien-

cia recta" m¶as all¶a de que se hallan escogido los pixels matem¶aticamente m¶as

adecuados. Tampoco debe tener discontinuidades o puntos esp¶ureos. Debe pasar

por la discretizaci¶on del primer y ¶ultimo punto del segmento. Debe ser uniforme,

etc.

Simetr¶³a e invariancia geom¶etrica: Esta especi¯caci¶on se re¯ere a que un m¶etodo

de discretizaci¶on debe producir resultados equivalentes si se modi¯can algunas

propiedades geom¶etricas de la primitiva que se est¶a discretizando. Por ejemplo,

la discretizaci¶on de un segmento no debe variar si dicho segmento se traslada a

otra localizaci¶on en el espacio, o si es rotado, etc.
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2.3. Discretizaci¶on de Segmentos de Rectas

Simplicidad y velocidad de c¶omputo: Como los m¶etodos tradicionales de discre-

tizaci¶on de primitivas se desarrollaron hace tres d¶ecadas, en momentos en que las

posibilidades del hardware y software eran muy limitadas, los resultados eran muy

sensibles al uso de memoria u operaciones aritm¶eticas complejas. Por lo tanto,

los m¶etodos tienden a no depender de estructuras complejas y a ser directamente

implementables en hardware espec¶³¯co de baja complejidad.

2.2.4 M¶etodos de discretizaci¶on

Dada una primitiva gr¶a¯ca a discretizar, debemos encontrar los pixels que la repre-

senten de la manera m¶as correcta posible. Para ello, lo m¶as adecuado es caracterizar

matem¶aticamente a dicha primitiva, de modo que su discretizaci¶on pueda efectuarse en

forma sencilla. Entre los diversos m¶etodos que pueden plantearse destacamos los dos

siguientes:

Evaluar su ecuaci¶on diferencial a diferencias ¯nitas: Este m¶etodo, denominado

DDA (discrete diference analyzer) consiste en plantear la ecuaci¶on diferencial de

la primitiva a discretizar, y luego evaluar dicha expresi¶on a intervalos adecuados.

An¶alisis del error: Estos m¶etodos fueron desarrollados por Bressenham [18] y se

basan en analizar, dado un pixel que pertenece a la discretizaci¶on de la primitiva,

cu¶al es el pr¶oximo pixel que minimiza una determinada expresi¶on que eval¶ua el

error que comete la discretizaci¶on.

2.3 Discretizaci¶on de Segmentos de Rectas

El an¶alisis de los m¶etodos de discretizaci¶on de rectas parte de considerar el compor-

tamiento esperado en determinados casos particulares. Dichos casos surgen de supo-

siciones espec¶³¯cas que simpli¯can el problema, pero que al mismo tiempo se pueden

generalizar a todos los dem¶as casos por medio de simetr¶³as. Dado un segmento de recta

que va de (x0; y0) a (x1; y1), se supone que

² ¢x = (x1 ¡ x0) ¸ 0,
² ¢y = (y1 ¡ y0) ¸ 0, y
² ¢x ¸ ¢y.
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos
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Figura 2.7 Situaci¶on particular para derivar los algoritmos de discretizaci¶on de

segmentos de recta.

Esto equivale a trabajar en el \octavo" del espacio de pantalla sombreado en la

Figura 2.7, donde el origen es el pixel que corresponde a la discretizaci¶on del punto

(x0; y0) y la zona sombreada a los lugares donde puede ubicarse el punto (x1; y1).

2.3.1 Segmentos de recta DDA

Como ya se mencionara, los m¶etodos DDA eval¶uan la ecuaci¶on diferencial de la primi-

tiva a intervalos ¯nitos. En el caso particular de los segmentos de recta, la ecuaci¶on

diferencial es
dy

dx
=
¢y

¢x
= m:

El m¶etodo busca encontrar una secuencia de n + 1 puntos tales que

(x0; y0) = (x0; y0); (x1; y1); ¢ ¢ ¢ ; (xn; yn) = (x1; y1). La discretizaci¶on de cada uno de

ellos son los pixels de la discretizaci¶on del segmento. Esta propiedad, si bien es trivial,

es de gran importancia porque determina que la discretizaci¶on de un segmento de recta

es invariante frente a transformaciones a¯nes. Esto signi¯ca que es equivalente trans-

formar los extremos del segmento y discretizar el segmento transformado, o discretizar

primero y transformar cada punto obtenido. Sin embargo, la primera alternativa es

mucho m¶as e¯ciente.
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2.3. Discretizaci¶on de Segmentos de Rectas

H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H H HH

u

u

(x0; y0)

(x1; y1)

-¾ 1
6?m

Figura 2.8 La discretizaci¶on de un segmento por DDA.

Dada la ecuaci¶on diferencial y un incremento ¯nito arbitrario " =
1

n
, podemos pasar

de un pixel dado de la secuencia al siguiente por medio de la expresi¶on(
xk+1 = xk + "¢x

yk+1 = yk + "¢y

" determina la \frecuencia" de muestreo del segmento. Un valor muy peque~no determi-

na que muchas muestras producir¶an puntos que ser¶an discretizados al mismo pixel. Por

el contrario, un valor muy grande determinar¶a que el segmento aparezca \punteado"

en vez de ser continuo como corresponde. Un valor pr¶actico es elegir "¢x = 1 y por

lo tanto n = ¢x, es decir, la discretizaci¶on tiene tantos pixels como longitud tiene el

segmento en la variable que m¶as var¶³a (m¶as uno, dado que la secuencia tiene n + 1

puntos). Al mismo tiempo es f¶acil ver que

"¢y =
¢y

¢x
= m:

En la Figura 2.8 es posible ver el resultado de discretizar un segmento particular

por el m¶etodo DDA. Obs¶ervese que los puntos extremos (x0; y0) a (x1; y1) son en efecto
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

procedure linea(x0,x1,y0,y1:real;col:integer);

var x,y,m:real;

begin

m := (y1-y0)/(x1-x0);

x := x0; y := y0;

while x<=x1 do begin

putpixel(round(x),round(y),col);

x := x+1;

y := y+m;

end;

end;

Figura 2.9 Algoritmo DDA para segmentos de recta.

puntos y por lo tanto est¶an ubicados en cualquier lugar dentro del pixel que corresponde

a su discretizaci¶on. Un algoritmo sencillo que computa la discretizaci¶on de un segmento

de recta por el m¶etodo DDA se muestra en la Figura 2.9. Obs¶ervese que es necesario

computar las variables en punto °otante, y que adem¶as se requiere una divisi¶on en

punto °otante.

Para poder discretizar un segmento de recta en cualquiera de las otras siete posi-

bilidades (¢x < 0, ¢y < 0, o j¢xj < j¢yj), es necesario considerar las simetr¶³as que
se aplican. Si por ejemplo no se cumple que ¢y = (y1 ¡ y0) ¸ 0, entonces hay que

considerar pendientes negativas (simetria A), caso que el algoritmo de la Figura 2.9

realiza autom¶aticamente. En cambio, si ¢x = (x1 ¡ x0) < 0, entonces es necesario

decrementar a x en el ciclo e iterar mientras no sea menor que x1 (simetr¶³a B). Por

¶ultimo, si no se cumple que ¢x ¸ ¢y, entonces es necesario intercambiar los roles de
las variables x e y (simetr¶³a C). Cualquier combinaci¶on de situaciones se puede resolver

con combinaciones de simetr¶³as (ver Figura 2.10).

2.3.2 Segmentos de rectas por Bresenham

En el algoritmo DDA para segmentos de recta es necesario computar sumas entre las

variables en punto °otante, y adem¶as se requiere una divisi¶on en punto °otante para

computar la pendiente. El m¶erito del algoritmo que vamos a presentar consiste en que

todas las operaciones se realizan en aritm¶etica entera por medio de operaciones sencillas,

y por lo tanto, su ejecuci¶on es m¶as r¶apida y econ¶omica, y es de f¶acil implementaci¶on

con hardware espec¶³¯co [18].
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2.3. Discretizaci¶on de Segmentos de Rectas

@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@@

¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡¡

@
@

@
@

@
@

@
@

@
@

@@

A

C

A+C

B+C

A+B+C

B

A+B

Figura 2.10 Simetr¶³as para los dem¶as casos.

El punto de partida del an¶alisis es el siguiente. Si la discretizaci¶on de los puntos

extremos del segmento debe pertenecer a la discretizaci¶on del segmento, entonces es

conveniente efectuar la llamada al algoritmo luego de discretizar los extremos. Esto

signi¯ca que (x0; y0) y (x1; y1), y por lo tanto ¢x y ¢y son enteros. Luego, si p es

un pixel que pertenece a la discretizaci¶on del segmento, entonces en las condiciones

particulares mencionadas m¶as arriba, el proximo pixel solamente puede ser el ubicado

a la derecha (E o \hacia el este"), o el ubicado en diagonal hacia la derecha y hacia

abajo (D o \en diagonal", ver Figura 2.11).

La decisi¶on de ir hacia el paso E o D se toma en funci¶on del error que se comete en

cada caso. En este algoritmo se considera que el error es la distancia entre el centro del

pixel elegido y el segmento de recta, medida en direcci¶on del eje Y positivo del espacio

de pantalla (es decir, hacia abajo). Si el error en p fuese cero, entonces al ir hacia E el

error pasa a ser m (la pendiente del segmento), y en D el error pasa a ser m ¡ 1 (ver
Figura 2.12).

En general, si en p el error es e, la actualizaci¶on del error es
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

@
@
@
@
@
@
@R

-t
p

E

D

Figura 2.11 Si p pertenece a la discretizaci¶on, el pr¶oximo pixel solo puede ser E o

D.

b b b b b b b b b b b b b b b b b b b

t
?
e = me = 0

Figura 2.12 Actualizaci¶on del error.
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2.3. Discretizaci¶on de Segmentos de Rectas

b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b b bb

?

?

e e+m

Figura 2.13 Elecci¶on del pr¶oximo pixel.

² Paso E
e := e+m

² Paso D
e := e+m¡ 1

Por lo tanto, la elecci¶on del paso E o D depende de que el valor absoluto de e+m sea

o no menor que el valor absoluto de e + m ¡ 1. Expresado de otra manera, sea e el
error en un determinado pixel. Si e+m > 0:5 entonces el segmento de recta pasa m¶as

cerca del pixel D, y si no, pasa m¶as cerca del pixel E (ver Figura 2.13).

Una de las econom¶³as de c¶omputo del m¶etodo proviene de poder testear el error

preguntando por cero. Es f¶acil ver que si se inicializa el error en

eo = m¡ 0:5;

entonces en cada paso hay que chequear e > 0 para elegir D. La otra econom¶³a proviene

de realizar manipulaciones algebraicas para efectuar un c¶omputo equivalente pero en

aritm¶etica entera. Como se testea el error por cero, multiplicar el error por una cons-

tante no afecta el resultado. Por lo tanto, multiplicamos el error por 2¢x. A partir de

dicho cambio, se constatan las siguientes igualdades:
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

procedure linea(x0,x1,y0,y1,col:integer);

var x,y,dx,dy,e,ix,iy:integer;

begin

dx := x1 - x0; dy := y1 - y0;

ix := 2*dx; iy := 2*dy;

y := y0; e := iy - dx;

for x := x0 to x1 do begin

putpixel(x,y,col);

if e>0 then do begin

y := y+1;

e := e-ix;

end;

e := e+iy;

end;

end;

Figura 2.14 Algoritmo de Bresenham para segmentos de recta.

² eo = 2¢x(¢y
¢x

¡ 0:5) = 2¢y ¡¢x.

² Paso E
e := e+ 2¢y.

² Paso D
e := e+ 2(¢y ¡¢x).

Todas las operaciones, entonces, se efect¶uan en aritm¶etica entera.

La implementaci¶on del algoritmo de Bresenham para segmentos de recta se muestra

en la Figura 2.14. Teniendo en cuenta que los productos por 2 en aritm¶etica entera se

efect¶uan con un desplazamiento de bits a izquierda, es posible observar que el mismo

utiliza operaciones elementales e implementables con hardware espec¶³¯co muy sencillo.

2.4 Discretizaci¶on de Circunferencias

Como en el caso de los segmentos de recta, en la discretizaci¶on de circunferencias o

c¶³rculos trabajaremos solamente en una parte de la misma, y obteniendo las dem¶as
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2.4. Discretizaci¶on de Circunferencias
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t(x; y)

t(x;¡y)

t(¡y; x)

t
(y; x)

t(¡x; y)

t(¡x;¡y)

t(¡y;¡x)

t
(y;¡x)

Figura 2.15 Simetr¶³as para la discretizaci¶on de circunferencias.

partes por simetr¶³a. Supongamos que la circunferencia a discretizar est¶a centrada en el

origen, y que p = (x; y) es un pixel de su discretizaci¶on tal que

² x ¸ 0,
² y ¸ 0,
² x ¸ y.

Dicha situaci¶on describe un octavo de la circunferencia, pero las partes faltantes pueden

encontrarse por medio de las simetr¶³as mostradas en la Figura 2.15.
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

t(x; y)
(¡y; x)

X X X X X X X X Xz
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤¤²

Figura 2.16 Interpretaci¶on geom¶etrica de la ecuaci¶on diferencial de la circunferencia

centrada en el origen.

2.4.1 Discretizaci¶on de circunferencias por DDA

Sea una circunferencia de radio r centrada en el origen y sea p = (x; y) un punto que

pertenece a la misma. Entonces, la ecuaci¶on diferencial de la circunferencia en dicho

punto (ver Figura 2.16) es
dy

dx
= ¡x

y
:

La evaluaci¶on de la ecuaci¶on diferencial por diferencias ¯nitas, como en el caso de

los segmentos de recta, consiste en encontrar una secuencia de valores, de modo que

dado un pixel de la discretizaci¶on (xk; yk), el pr¶oximo pixel se encuentra con(
xk+1 = xk ¡ "yk
yk+1 = yk + "xk

(2.1)

" determina la \frecuencia" de muestreo de la circunferencia. Valores peque~nos de-

terminan un c¶omputo redundante, y valores muy grandes determinan un cubrimiento

desparejo. Un valor pr¶actico es elegir "x = 1 y por lo tanto "y =
y

x
(ver Figura 2.17).
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2.4. Discretizaci¶on de Circunferencias

El primer pixel de la secuencia es p0 = (r; 0), el cual pertenece a la discretizaci¶on de la

circunferencia y adem¶as se computa en forma directa.

procedure circ(radio:real;col:integer);

var x,y:integer;

rx:real;

begin

rx:=radio;

x:=round(rx); y:=0;

while (y<x) do begin

putpixel(x,y,col); putpixel(y,x,col);

putpixel(-x,y,col); putpixel(-y,x,col);

putpixel(x,-y,col); putpixel(y,-x,col);

putpixel(-x,-y,col); putpixel(-y,-x,col);

rx:=rx-y/rx;

x:=round(rx);

y:=y+1;

end;

end;

Figura 2.17 Algoritmo DDA para discretizaci¶on de circunferencias.

Es importante tener en cuenta que el sistema de ecuaciones 2.1 puede representarse

como una transformaci¶on: "
xk+1
yk+1

#
=

"
1 ¡"
" 1

# "
xk
yk

#
;

la cual tiene determinante 1+ "2. Esto signi¯ca que la discretizaci¶on es levemente espi-

ralada hacia afuera. Una forma de solucionar este problema es utilizar una recurrencia

cuya transformaci¶on sea "
1 ¡"
" 1¡ "2

#
:

Esta transformaci¶on representa en realidad una elipse y no una circunferencia, pero

la excentricidad de la misma es del orden de "2 y por lo tanto la diferencia es m¶as

reducida. Utilizar dicha expresi¶on altera la evaluaci¶on de yk+1:

yk+1 = yk(1¡ "2) + "xk
yk+1 = yk ¡ "("yk ¡ xk)
yk+1 = yk ¡ "xk+1:
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

?

¡
¡

¡
¡¡ª

v
p

D S

Figura 2.18 Si p pertenece a la discretizaci¶on, el pr¶oximo pixel solo puede ser S o

D.

Por lo tanto, la recurrencia para computar la discretizaci¶on de una circunferencia cen-

trada en el origen con DDA queda modi¯cada a(
xk+1 = xk ¡ "yk
yk+1 = yk + "xk+1

De todas maneras, la desventaja m¶as importante de este algoritmo es que debe realizar

una divisi¶on en punto °otante para cada paso.

2.4.2 Discretizaci¶on de Bresenham para circunferencias

Como en el caso planteado para segmentos de recta, este m¶etodo se basa en analizar el

error entre la verdadera circunferencia y su discretizaci¶on. Si p pertenece a la discre-

tizaci¶on, el pr¶oximo pixel de la discretizaci¶on solo puede ser S (\ir hacia el sur") o D

(\ir en diagonal", ver Figura 2.18).
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2.5. Discretizaci¶on de Pol¶³gonos

El error (en este caso la distancia al cuadrado) de un pixel p = (x; y) a una circun-

ferencia de radio r con centro en (0; 0) es:

e = x2 + y2 ¡ r2:
Si elegimos el paso S entonces el pr¶oximo pixel es pS = (x; y + 1), y el error pasa a ser

eS = (x)
2 + (y + 1)2 ¡ r2 = e+ 2y + 1:

Si elegimos el paso D entonces el pr¶oximo pixel es pD = (x¡ 1; y + 1), y el error pasa
a ser

eD = (x¡ 1)2 + (y + 1)2 ¡ r2 = eS ¡ 2x+ 1:
La elecci¶on de un paso S o D depender¶a de cu¶al error tiene menor m¶odulo:

Si je+ 2y + 1j > je+ 2y + 1¡ 2x+ 1j entonces D:
Teniendo en cuenta que tanto en D como en S se incrementa y, entonces se actualiza

el error a eS antes de la comparaci¶on.

Si jeS j > jeS ¡ 2x+ 1j entonces D:
Por ¶ultimo, teniendo en cuenta que eS ¡ 2x + 1 es siempre negativo (recordar que
x > 0; x > y), entonces:

Si 2eS > 2x¡ 1 entonces D:
De esa manera, el algoritmo queda planteado exclusivamente con operaciones enteras

y de aritm¶etica sencilla (ver Figura 2.19.)

2.5 Discretizaci¶on de Pol¶³gonos

El objetivo de la discretizaci¶on de pol¶³gonos es encontrar el conjunto de pixels que

determinan el ¶area s¶olida que dicho pol¶³gono cubre en la pantalla. Si bien existen

diversos m¶etodos, aqu¶³ presentaremos el m¶as econ¶omico y difundido, que se basa en

encontrar la intersecci¶on de todos los lados del pol¶³gono con cada l¶³nea de barrido (a y

constante), por lo que el m¶etodo se denomina conversi¶on scan del pol¶³gono. Este m¶etodo

es de gran importancia porque se generaliza a una clase de algoritmos denominados

scan-line para resolver determinados problemas de iluminaci¶on y sombreado en tres

dimensiones (ver Cap¶³tulo 7).

Todo pol¶³gono plano puede descomponerse en tri¶angulos. Por lo tanto el tri¶angulo

ser¶a la base del an¶alisis de la conversi¶on scan de pol¶³gonos en general. Para compu-

tarla es necesario dimensionar dos arreglos auxiliares de enteros minx, maxx (llamados

bucket de pantalla), que para cada l¶³nea de barrido almacenar¶an el menor y mayor x

respectivamente (ver Figura 2.20).
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

procedure circ(radio:real;col:integer);

var x,y,e:integer;

begin

x:=radio; y:=0;

e:=0;

while (y<x) do begin

putpixel(x,y,col); putpixel(y,x,col);

putpixel(-x,y,col); putpixel(-y,x,col);

putpixel(x,-y,col); putpixel(y,-x,col);

putpixel(-x,-y,col);putpixel(-y,-x,col);

e:=e+2*y+1;

y:=y+1;

if ((2*e)>(2*x-1)) then do begin

x:=x-1;

e:=e-2*x+1;

end;

end;

end;

Figura 2.19 Algoritmo de Bresenham para circunferencias.
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2.5. Discretizaci¶on de Pol¶³gonos

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢

s
x0; y0

@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@

sx1; y1

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

s
x2; y2

Figura 2.20 Conversi¶on scan de un pol¶³gono.
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

1. Inicializar minx a in¯nito y maxx a menos in¯nito.

2. Discretizar cada arista del tri¶angulo (con DDA o Bressenham) reemplazando la

sentencia

putpixel(x,y,col);

o su equivalente, por

if x>maxx[y] then maxx[y]:=x;

if x<minx[y] then minx[y]:=x;

3. Para cada y activo gra¯car una l¶³nea de minx[y] a maxx[y].

Es interesante ver c¶omo se puede extender este algoritmo para generar pol¶³gonos

con color interpolado. Este m¶etodo, denominado sombreado de Gouraud, del cual nos

ocuparemos en el Cap¶³tulo 7, genera un color para cada v¶ertice de cada pol¶³gono, el

cual es luego interpolado en cada pixel interior por medio de interpolaci¶on (bi-)lineal.

La primera interpolaci¶on se realiza en el per¶³metro del pol¶³gono, donde el algoritmo

incremental de discretizaci¶on de segmentos genera los colores a lo largo del per¶³metro,

colores que son almacenados en un bucket de pantalla modi¯cado a tal efecto. Por

¶ultimo, en el paso ¯nal de la conversi¶on scan, se genera la l¶³nea que corresponde a

cada l¶³nea de barrido, realizando una segunda interpolaci¶on lineal entre los colores

almacenados en el bucket para dicha l¶³nea.
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2.5. Discretizaci¶on de Pol¶³gonos

Figura 2.21 Pol¶³gono con color interpolado
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos

2.6 Ejercicios

1. Implementar los algoritmos de discretizaci¶on de segmentos de recta por DDA y

Bressenham con todas las simetr¶³as.

2. Implementar los algoritmos de discretizaci¶on de circunferencias por DDA y Bres-

senham. Modi¯car el DDA para minimizar el error. Modi¯car ambos algoritmos

para que reciban las coordenadas del centro.

3. Implementar el algoritmo de conversi¶on scan para tri¶angulos. >Es necesario mo-

di¯carlo sustancialmente para cualquier pol¶³gono convexo?
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2.7. Bibliograf¶³a recomendada

2.7 Bibliograf¶³a recomendada

La mayor parte de los trabajos que dieron origen a los algoritmos presentados en este

Cap¶³tulo pertenecen a publicaciones virtualmente inaccesibles (excepto en colecciones

de reprints de trabajos cl¶asicos, ver por ejemplo [36]).

Una descripci¶on interesante de los dispositivos gr¶a¯cos puede encontrarse en los

Cap¶³tulos 2 y 19 del libro de Newman y Sproull [66], y en el Cap¶³tulo 7 del libro

de Giloi [40]. Una descripci¶on m¶as moderna puede encontrarse en el Cap¶³tulo 4 del

libro de Foley et. al. [33]. Los interesados en conocer arquitecturas avanzadas para

sistemas gr¶a¯cos pueden consultar adem¶as el Cap¶³tulo 18 del mismo libro. La discusi¶on

relacionada con la correspondencia entre el espacio de los objetos y el espacio de pantalla

est¶a inspirada en las conclusiones de un trabajo de Jim Blinn [12].

La descripci¶on m¶as directa de los algoritmos de discretizaci¶on de segmentos y cir-

cunferencias puede encontrarse en el Cap¶³tulo 2 del libro de Newman y Sproull. Aunque

di¯eren de la presentada aqu¶³ por adoptarse distintas convenciones, los desarrollos son

similares. En el Cap¶³tulo 3 del libro de Foley et. al. es posible encontrar una detallada

descripci¶on de varios algoritmos que generalizan los presentados en este Cap¶³tulo (por

ejemplo, la discretizaci¶on de segmentos de un determinado grosor, o el \llenado" de

pol¶³gonos con patrones repetitivos). La conversi¶on scan de pol¶³gonos es tratada en el

Cap¶³tulo 16 del libro de Newman y Sproull.
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Cap¶³tulo 2. Algoritmos y Conceptos B¶asicos
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