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Cap¶³tulo 8. Aproximaci¶on de Super¯cies con Puntos de Control

8.1 Introducci¶on

El tema de aproximaci¶on de super¯cies por medio de funciones biparam¶etricas gover-

nadas por puntos de control es uno de los m¶as importantes en Computaci¶on Gr¶a¯ca

y CAD, dado que es el m¶etodo por exelencia para el modelado de objetos s¶olidos. En

rigor, se efect¶ua un modelo de la super¯cie de los objetos. Esto es su¯ciente, sin em-

bargo, para realizar un rendering adecuado, dado que, como vimos, los modelos de

iluminaci¶on y sombreado necesitan exclusivamente informaci¶on geom¶etrica (y ¶optica)

de la super¯cie de los objetos. Los modelos de vol¶umenes son exclusivamente necesarios

cuando alg¶un elemento interior del s¶olido produce efectos que deben ser visualmente

apreciables. Una presentaci¶on muy breve de este tema se puede encontrar en el pr¶oximo

Cap¶³tulo.

Uno de los hechos m¶as notables del modelado de super¯cies es que se pueden aplicar

los modelos de interpolaci¶on y aproximaci¶on de curvas de una manera casi directa. En

vez de contar con una secuencia de puntos de control, se tiene un arreglo bidimensional

o matriz. Los modelos de interpolaci¶on y aproximaci¶on que vimos en el Cap¶³tulo 4

(con excepci¶on del de Lagrange) producen una base funcional parametrizada que in-

dica la importancia de cada punto de control en el resultado ¯nal de la curva. Por

lo tanto, es matem¶aticamente sencillo formular la existencia de dos familias de bases,

cada una con su par¶ametro (por ¯la y por columna, por ejemplo). El producto car-

tesiano de dichas bases produce una base biparam¶etrica, la cual, en funci¶on del valor

de ambos par¶ametros, determina la importancia de cada punto de control del arreglo

bidimensional en la super¯cie ¯nal.

En la pr¶actica usual de la Computaci¶on Gr¶a¯ca, las posiciones de los puntos de

control en una super¯cie no determinan restricciones de exactitud, sino m¶as bien

una tendencia geom¶etrica. Por dicha raz¶on, los m¶etodos de interpolaci¶on, que son

geom¶etricamente m¶as inestables, han sido dejados de lado en el modelado de super¯cies,

siendo los m¶etodos de aproximaci¶on los m¶as utilizados. En circunstancias especiales,

donde se requiere de¯nir que una super¯cie pase exactamente por un punto, se utilizan

desarrollos inspirados en Splines pero con otro tipo de restricciones geom¶etricas.

Como vamos a observar en la pr¶oxima Secci¶on, las super¯cies de B¶ezier tampoco

resultan satisfactorias para el modelado de objetos. Si la base de Bernstein promediaba

excesivamente la geometr¶³a de los puntos de contron en las curvas de B¶ezier, en el caso

de super¯cies, este efecto se potencia a¶un m¶as, por lo que el resultado es practicamente

inutilizable. Por dicha raz¶on, el modelo m¶as utilizado para generar super¯cies es el de

B-Splines y sus variantes, especialmente los NURBS.
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8.2. Aproximaci¶on de Super¯cies I: Producto Tensorial de Curvas

Figura 8.1 Arreglo bidimensional de puntos de control.

Por ¶ultimo, un tema de gran importancia tiene que ver con la con¯guraci¶on to-

pol¶ogica de las super¯cies que se desea aproximar. Si nuestro punto de partida es un

arreglo bidimensional de puntos de control (topol¶ogicamente equivalente a un plano),

entonces la super¯cie aproximada debe poder desarrollarse a un plano. Esto excluye

la posibilidad de modelar objetos con manijas, ori¯cios, esquinas, etc. Por dicha cir-

cunstancia es que se desarrollaron modelos de aproximaci¶on de super¯cies con bases

genuinamente biparam¶etricas, las cuales superan la limitaci¶on topol¶ogica de las bases

bivariadas generadas por producto cartesiano.

8.2 Aproximaci¶on de Super¯cies I: Producto Tensorial de

Curvas

Sea un arreglo rectangular de puntos de control pij 2 E3, con 0 ∙ i ∙ n y 0 ∙ j ∙ m.
Una super¯cie aproximante a dicho arreglo ser¶a una funci¶on biparam¶etrica, donde al

variar los par¶ametros u y v se recorre la super¯cie seg¶un direcciones ortogonales (ver

Figura 8.1).

Computaci¶on Gr¶a¯ca 233

�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
	


�
�
�


�
�
�


�


�
�
�


�
�
�
�



Cap¶³tulo 8. Aproximaci¶on de Super¯cies con Puntos de Control

8.2.1 Super¯cies de B¶ezier

A partir del arreglo de (n + 1) £ (m + 1) puntos de control encontramos una ¶unica

super¯cie S, de orden n seg¶un u y de orden m seg¶un v, 0 ∙ u ∙ 1; y 0 ∙ v ∙ 1 (ver
Figura 8.2).

Figura 8.2 Dominio de una super¯cie de B¶ezier.

Recordemos que una curva de B¶ezier se encontraba como producto de una familia

de funciones base por el arreglo de puntos de control:

C(u) = [Bn0 (u); B
n
1 (u); ¢ ¢ ¢ ; Bnn(u)]

26664
p0
p1
¢ ¢ ¢
pn

37775 :

Si el arreglo de puntos de control es una matriz, entonces

C(u) = [Bn0 (u); B
n
1 (u); ¢ ¢ ¢ ; Bnn(u)]

266664
p00 p10 ¢ ¢ ¢ pn0
p01 p11 ¢ ¢ ¢ pn0
...

...
. . .

...

p0m p1m ¢ ¢ ¢ pnm

377775 =
26664
p0(u)

p1(u)

¢ ¢ ¢
pn(u)

37775 ;
es una familia de curvas parametrizadas en u.

Tomando cada pi(u) como punto de control param¶etrico de una nueva curva, en-

contramos una expresi¶on biparam¶etrica como producto tensorial de las familias de
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8.2. Aproximaci¶on de Super¯cies I: Producto Tensorial de Curvas

Figura 8.3 Evaluaci¶on de una super¯cie de B¶ezier por \caritas".

funciones base:

S(u; v) = [Bm0 (v); B
m
1 (v); ¢ ¢ ¢ ; Bmm(v)]

26664
p0(u)

p1(u)

¢ ¢ ¢
pn(u)

37775 ;
Reemplazando una expresi¶on en la otra obtenemos

S(u; v) = [Bm0 (v); B
m
1 (v); ¢ ¢ ¢ ; Bmm(v)][Bn0 (u); Bn1 (u); ¢ ¢ ¢ ; Bnn(u)]

266664
p00 p10 ¢ ¢ ¢ pn0
p01 p11 ¢ ¢ ¢ pn0
...

...
. . .

...

p0m p1m ¢ ¢ ¢ pnm

377775 :

De la de¯nici¶on de producto de matrices se observa que

S(u; v) =
mX
i=0

nX
j=0

pjiB
n
j (u)B

m
i (v):

Normalmente esta expresi¶on se eval¶ua unas 5£ 5 veces, y con los valores resultantes se
arman \caritas" (ver Figura 8.3).

La implementaci¶on de las super¯cies de B¶ezier puede observarse en la Figura 8.4.

Como ya dij¶eramos m¶as arriba, las curvas de B¶ezier son \perezosas" para adaptarse a
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Cap¶³tulo 8. Aproximaci¶on de Super¯cies con Puntos de Control

type grafo_contr = array [0..pts_ctrol] of

array [0..pts_ctrol] of punto;

procedure bezier(var g:grafo_contr);

var i,pi,j,pj:integer;

u,bu,v,bv:double;

p:punto;

aux: array [0..pasos] of punto;

begin

p.w:=1;

for pj:=0 to pasos do begin

v:=pj/pasos;

for pi:=0 to pasos do begin

u:=pi/pasos;

p.x:=0; p.y:=0; p.z:=0;

for j:=0 to pts_ctrol do begin

bv:=bernstein(v,j,pts_ctrol);

for i:=0 to pts_ctrol do begin

bu:=bernstein(u,i,pts_ctrol)*bv;

p.x:=p.x + g[i][j].x*bu;

p.y:=p.y + g[i][j].y*bu;

p.z:=p.z + g[i][j].z*bu;

end;

end;

graf_punto(aux[pi]);

graf_linea(p);

aux[pi]:=p;

end;

graf_punto(aux[0]);

for pi:=1 to pasos do graf_linea(aux[pi]);

end;

end;

Figura 8.4 Implementaci¶on de las super¯cies de B¶ezier.

cambios locales en el grafo de control. Esta misma caracter¶³stica se acent¶ua mucho m¶as

en el caso de super¯cies. Podemos ver en la Figura 8.5 de qu¶e manera un gran cambio

local produce escasamente una modi¯caci¶on el la super¯cie.
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8.2. Aproximaci¶on de Super¯cies I: Producto Tensorial de Curvas

Figura 8.5 Super¯cie de B¶ezier con un gran cambio local.

Una forma de conseguir que la curva se adapte a la forma deseada es \exagerar"

enormemente los cambios en el grafo de control. De esa manera, para lograr un \pico"

en la curva es necesario desplazar el punto de control asociado a una distancia mucho

mayor que la deseada (ver Figura 8.6). Sin embargo, es posible darse cuenta que esta

manera de trabajar no es lo su¯cientemente vers¶atil y adecuada. Adem¶as, para curvas

de grado alto, o con dos o m¶as \picos", el resultado puede ser muy insatisfactorio.

Para solucionar este tipo de inconvenientes es posible utilizar super¯cies de B¶ezier

racionales. ¶Estas, al igual que las curvas de B¶ezier racionales, se caracterizan por asignar

un peso a cada punto de control (ver la bibliograf¶³a recomendada para el Cap¶³tulo 4).

Es posible ver que los resultados son mucho m¶as satisfactorios en el sentido de que la

curva se adapta a la forma del grafo de control d¶andole peso adecuado a los puntos (ver

Figura 8.7).

En este punto estar¶³amos en condiciones de poder elaborar nuestras primeras ¯guras

gra¯cadas con realismo. Por ejemplo, en la Figura 8.8 podemos ver la super¯cie de

B¶ezier de la Figura 8.7 a la cual se le aplicaron t¶ecnicas de realismo vistas en el Cap¶³tulo

anterior. Durante el procesamiento de la super¯cie, se agregaron instrucciones que

invocan el scan line de la super¯cie antes de actualizar el vector de puntos auxiliares. De

esa manera se construyen dos tri¶angulos por carita: triang(aux[pi],p,aux[pi+1])
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Cap¶³tulo 8. Aproximaci¶on de Super¯cies con Puntos de Control

Figura 8.6 Super¯cie de B¶ezier exagerando el cambio local.

y triang(aux[pi],p,aux[pi-1]). El procedimiento triang se encarga de gra¯car

tri¶angulos sombreados seg¶un su normal. El normal del tri¶angulo se computa con el

producto vectorial entre diferencias de componentes de los puntos. Con dicho normal

es posible decidir si la cara es en principio visible, y adem¶as se puede computar un

modelo de iluminaci¶on y aplicar una t¶ecnica de sombreado como las ya vistas. Al mismo

tiempo, dado que la super¯cie se puede recorrer arbitrariamente, se puede aplicar el

algoritmo del pintor o el de Wright para la eliminaci¶on de caras ocultas.

8.2.2 Super¯cies B-Spline bic¶ubicas

Partimos de un arreglo rectangular de (m+ 1)£ (n+ 1) puntos de control, y tomando
un subarreglo de 4£4 se de¯ne la super¯cie S como uni¶on de m¡2£n¡2 segmentos.
El segmento o \parche" Skl se de¯ne como producto tensorial de dos bases B-Spline

c¶ubicas variadas en u y v:

Skl(u; v) =
3X
i=0

3X
j=0

pj+k;i+lN
3
j (u)N

3
i (v):
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8.2. Aproximaci¶on de Super¯cies I: Producto Tensorial de Curvas

Figura 8.7 Super¯cie de B¶ezier racional con cambio local.

con 1 ∙ k ∙ m ¡ 2 y 1 ∙ l ∙ n ¡ 2. Recordando que la base es no nula solamente en
cuatro intervalos, es posible simpli¯car la sumatoria a solamente 16 sumas ponderadas

por las correspondientes sub-bases. De esa manera, la representaci¶on de un parche es

Skl(u; v) =
1X

i=¡2

1X
j=¡2

bj(vk)bi(ul)pk+j;l+i;

con 1 ∙ k ∙ m ¡ 2 y 1 ∙ l ∙ n ¡ 2, y ul y vk son los par¶ametros locales del parche.
Por construcci¶on, la super¯cie S es C2 cont¶³nua en las uniones entre parches.

Con respecto a las condiciones de terminaci¶on de una super¯cie B-Spline, debemos

tener en cuenta que podemos adoptar cualquiera de los dos esquemas (repetir puntos

o asignar peri¶odicamente) en cada una de las dimensiones del arreglo de puntos. De

esa manera, tenemos tres opciones posibles: terminaci¶on no peri¶odica, terminaci¶on

peri¶odica en una dimensi¶on, y terminaci¶on peri¶odica en las dos dimensiones. Cada una

de estas opciones determina una topolog¶³a diferente para la super¯cie resultante. En el

primer caso obtenemos una super¯cie abierta, como un mapa de altitudes. Partiendo
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Cap¶³tulo 8. Aproximaci¶on de Super¯cies con Puntos de Control

Figura 8.8 Super¯cie de B¶ezier aplicando cara oculta y un modelo de iluminaci¶on.

del siguiente arreglo de puntos:

p00 p10 p20 p30
p01 p11 p21 p31
p02 p12 p22 p32
p03 p13 p23 p33

para obtener terminaci¶on con repetici¶on de puntos de control debemos utilizar una

matriz
p00 p00 p00 p10 p20 p30 p30 p30
p00 p00 p00 p10 p20 p30 p30 p30
p00 p00 p00 p10 p20 p30 p30 p30
p01 p01 p01 p11 p21 p31 p31 p31
p02 p02 p02 p12 p22 p32 p32 p32
p03 p03 p03 p13 p23 p33 p33 p33
p03 p03 p03 p13 p23 p33 p33 p33
p03 p03 p03 p13 p23 p33 p33 p33
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8.2. Aproximaci¶on de Super¯cies I: Producto Tensorial de Curvas

Este arreglo, esencialmente, repite los puntos de control de acuerdo al siguiente

esquema:

En el segundo caso, la super¯cie resultante es cil¶³ndrica, lo cual es de gran utilidad

para modelar s¶olidos de revoluci¶on o ¯guras como jarras, copas, etc. Para obtener esta

terminaci¶on 1-peri¶odica debemos utilizar una matriz

p00 p10 p20 p30 p00 p10 p20
p00 p10 p20 p30 p00 p10 p20
p00 p10 p20 p30 p00 p10 p20
p01 p11 p21 p31 p01 p11 p21
p02 p12 p22 p32 p02 p12 p22
p03 p13 p23 p33 p03 p13 p23
p03 p13 p23 p33 p03 p13 p23
p03 p13 p23 p33 p03 p13 p23

En el tercer caso, la super¯cie es toroidal, lo cual permite modelar objetos que

tengan un agujero, como por ejemplo jarras con manija. Para obtener esta terminaci¶on
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Cap¶³tulo 8. Aproximaci¶on de Super¯cies con Puntos de Control

1-peri¶odica debemos utilizar una matriz

p00 p10 p20 p30 p00 p10 p20
p01 p11 p21 p31 p01 p11 p21
p02 p12 p22 p32 p02 p12 p22
p03 p13 p23 p33 p03 p13 p23
p00 p10 p20 p30 p00 p10 p20
p01 p11 p21 p31 p01 p11 p21
p02 p12 p22 p32 p02 p12 p22

Podemos ver en la Figura 8.9 un ejemplo de ¯gura con topolog¶³a cil¶³ndrica, modelado

con 40 puntos de control, cuyo grafo se tambi¶en se muestra.

8.3 Aproximaci¶on de Super¯cies II: Dominios Triangula-

res

Las super¯cies obtenidas por medio del producto tensorial de curvas son una soluci¶on

adecuada para una clase bastante importante de problemas de aproximaci¶on. Sin em-

bargo, la topolog¶³a de los modelos resultantes est¶a limitada a tres casos posibles. Por

dicha raz¶on se estudian tambien super¯cies que provengan de un modelo genuinamente

bivariado, es decir, donde la primitiva de aproximaci¶on sea directamente la super¯cie.

Una de las formas de realizar dichas aproximaciones se basa en el uso de dominios

triangulares. De esa manera, la formulaci¶on de curvas de B¶ezier basada en polinomios

de Bernstein o del algoritmo de de Casteljau se generaliza a parches triangulares.

8.3.1 Algoritmo de de Casteljau bivariado

Los puntos de control deben asumir una con¯guraci¶on triangular. Para poder denotar-

los, necesitamos utilizar una notaci¶on especial, basada en multi¶³ndices. Un multi¶³ndice

~³ = (i1; i2; ¢ ¢ ¢ ; ik+1) es una tupla de k + 1 enteros no negativos. La norma j~³j de un
multi¶³ndice es j~³j =

k+1X
j=1

ij . Tambi¶en llamamos e1 = (1; 0; ¢ ¢ ¢ ; 0); e2 = (0; 1; 0; ¢ ¢ ¢ ; 0),
etc.
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8.3. Aproximaci¶on de Super¯cies II: Dominios Triangulares

Figura 8.9 Super¯cie B-Spline bic¶ubica con su correspondiente grafo de control.
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Cap¶³tulo 8. Aproximaci¶on de Super¯cies con Puntos de Control

Un tri¶angulo no trivial establece un marco af¶³n para representar un par¶ametro

bivariado. Sea un tri¶angulo con v¶ertices p1; p2; p3, y un cuarto punto p, en un mismo

plano. La representaci¶on baric¶entrica de p es

p = up1 + vp2 + wp3;

con u+v+w = 1. u = (u; v; w) son las coordenadas baric¶entricas de p. Si u; v; w ¸ 0, es
decir, es una suma convexa entonces p cae dentro del plano determinado por p1; p2; p3.

La recurrencia de de Casteljau se establece sobre un arreglo triangular de puntos

p~³, donde j~³j establece el grado de la super¯cie y la profundidad de la recursi¶on. Por
ejemplo, una super¯cie triangular c¶ubica de profundidad 3 queda determinada por los

puntos p~³; j~³j = 4
p040

p031 p130
p022 p121 p220

p013 p112 p211 p310
p004 p103 p202 p301 p400

Un punto pk~³ (u) de la super¯cie que aproxima al grafo de control p~³ con profundidad k

es:

pk~³ (u) = up
k¡1
~³+e1

(u) + vpk¡1~³+e2
(u) + wpk¡1~³+e3

(u):

con p0~³ (u) = p~³.

8.3.2 Polinomios de Bernstein multivariados

Como en el caso de las curvas de B¶ezier, en las super¯cies triangulares existe la posibi-

lidad de encontrar una expresi¶on polinomial equivalente al algoritmo de de Casteljau,

de menor costo computacional. Sea un vector de k+1 variables u = (u1; u2; ¢ ¢ ¢ ; uk+1),
tales que u1 + u2 + ¢ ¢ ¢+ uk+1 = 1. El polinomio de Bernstein k-variado es

Bd~³ (u) =
d!

i1!i2! ¢ ¢ ¢ ik+1!u
ij
j ;

con j~³j = d y j 2 f1; 2; ¢ ¢ ¢ ; k + 1g.

De esa manera, la forma de B¶ezier de la super¯cie bivariada proviene de la sumatoria

de cada punto de control en el arreglo triangular por su funci¶on asociada en la familia

de polinomios de Bernstein bivariados:

pk~³ (u) = B
d
~³ (u)p~³:
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8.3. Aproximaci¶on de Super¯cies II: Dominios Triangulares

Figura 8.10 Arreglo bidimensional de puntos de control.
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Cap¶³tulo 8. Aproximaci¶on de Super¯cies con Puntos de Control

En forma explicita

S(u; v) =
kX

i0=0

k¡i0X
i1=0

BK(i0;i1;k¡i0¡i1)(u; v; (1¡ u¡ v))p(i0;i1;k¡i0¡i1):

En la Figura 8.10 podemos ver un arreglo triangular de puntos de orden 4 y la super¯cie

triangular de B¶ezier resultante.

Figura 8.11 Parches de n lados como n parches triangulares.

Estas super¯cies se utilizan en general en conjunci¶on con las super¯cies rectangula-

res vistas en la Secci¶on anterior, mayormente para solucionar los problemas topol¶ogicos

que pueden llegar a ocurrir. Las con¯guraciones an¶omalas para los parches que se

necesitan para el modelado de esquinas, agujeros, manijas, etc., pueden lograrse con

parches con n lados, los cuales, a su vez, pueden modelarse con el orden de continuidad

adecuado por medio de n parches triangulares (ver Figura 8.11). De esa manera, la

conjunci¶on de parches triangulares junto con parches rectangulares (por producto ten-

sorial) permite cubrir adecuadamente una clase mucho m¶as amplia de problemas (ver

Figura 8.12).
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8.3. Aproximaci¶on de Super¯cies II: Dominios Triangulares

Figura 8.12 Soluci¶on a problemas topol¶ogicos con parches de n lados.
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Cap¶³tulo 8. Aproximaci¶on de Super¯cies con Puntos de Control

8.4 Ejercicios

1. Implementar los algoritmos de aproximaci¶on de super¯cies de B¶ezier y B-Spline

c¶ubicos uniformes, como producto tensorial de curvas.

2. Aplicar los m¶etodos a un grupo de grafos de control de prueba (por ejemplo, un

tubo de tel¶efono, una cabeza, etc.).

3. Proponer soluciones para el armado de grafos de control de objetos no desarro-

llables, sin utilizar parches triangulares.

4. Implementar el m¶etodo sencillo de construcci¶on y sombreado de tri¶angulos mos-

trado en el texto.

5. Implementar los parches de B¶ezier triangulares.
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8.5. Bibliograf¶³a recomendada

8.5 Bibliograf¶³a recomendada

Gran parte de las referencias recomendadas para el Cap¶³tulo 4 son adecuadas tambi¶en

para este Cap¶³tulo, en especial el libro de Farin [30] y el de Bartels et. al. [6]. Las

discusiones relacionadas con la limitaci¶on topol¶ogica de la aproximaci¶on con super¯cies

obtenidas con productos tensoriales, as¶³ como el desarrollo de los parches de B¶ezier

triangulares, y B-Spline triangulares (no vistos aqu¶³), puede consultarse en [58, 59, 45,

23].
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