
A Notaci¶on

p; q Puntos en un espacio af¶³n dado.

x; y; z Coordenadas en un espacio vectorial.

h Coordenada homog¶enea.

x,y Coordenadas en el espacio de pantalla.

s; t Par¶ametros escalares.

T; T1; T2 Transformaciones en un espacio af¶³n dado.

r,g,b Atributos de un color representado en RGB.

Ck Orden de continuidad de una curva.

C(u) Curva param¶etrica representada con funciones polinomiales.
_C(u) Derivada param¶etrica de la curva, dado un valor del par¶ametro.

_p Derivada de una curva interpolante al pasar por el punto (nudo) p.

S(u; v) Super¯cie param¶etrica representada con funciones polinomiales.

u Par¶ametro global (o ¶unico) de una curva param¶etrica.

u; v Par¶ametros de una super¯cie param¶etrica.

Ci(u) i-¶esimo segmento de una curva param¶etrica.

ui Par¶ametro local del i-¶esimo segmento de una curva param¶etrica.

pi Puntos de control para una curva o super¯cie.
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Ap¶endice A. Notaci¶on

p; q Segmento de recta que une los puntos p y q.

pki Puntos de interpolaci¶on intermedia.

Bni Base de Bernstein para polinomios de grado n.

Nn
i Base de Splines para curvas de grado n.

b¡2(u)::b1(u) Sub-bases de Splines c¶ubicos uniformes.

I; Ia; Ip Intensidad luminosa (ambiente, puntual).

ka; kp; kd Coe¯cientes de re°exi¶on ambiente, especular y difuso.

N;L;R Vectores unitarios (Normal, incidencia Luminosa, Re°exi¶on).
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B
Elementos

Matem¶aticos de la
Computaci¶on

Gr¶a¯ca

B.1 ¶Algebra de Matrices

Una matriz A es un arreglo de elementos escalares aij:

A =

266664
a11 a12 ¢ ¢ ¢ a1n
a21 a22 ¢ ¢ ¢ a2n
...

...
...

am1 am2 ¢ ¢ ¢ amn

377775

Si m = 1 entonces estamos en el caso particular de un vector ¯la:

f = [v1; v2; ¢ ¢ ¢ ; vn]

Si n = 1 entonces es un vector columna:

c =

266664
c1
c2
...

cm

377775
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Ap¶endice B. Elementos Matem¶aticos de la Computaci¶on Gr¶a¯ca

La traspuesta At de A es una matriz tal que

atij = aji

La suma de dos matrices A y B es una matriz C tal que

cij = aij + bij

El producto de un escalar s por una matriz A es una matriz B tal que

bij = saij

El producto de dos matrices conformes A [m£k] y B [k£n] es una matriz C[m£n] tal
que

cij =
kX
l=1

ailblj

La submatriz Aij de la matriz A es la matriz resultante de eliminar de A la i-¶esima ¯la

y la j-¶esima columna.

El determinante jAj de una matriz A es un escalar de¯nido recursivamente como

jAj =
nX
i=1

(¡1)i+jaij jAij j:

Si jAj = 0, entonces A es una matriz singular.

La matriz adjunta de A es una matriz Aa tal que

aaij = (¡1)i+jjaijj:

La inversa A¡1 de A es una matriz tal que

a¡1 =
(aa)t

jAj :

Si A es singular entonces su inversa no est¶a de¯nida.
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B.2. ¶Algebra de vectores

B.2 ¶Algebra de vectores

Un espacio lineal (o vectorial) es un conjunto de valores (denominados vectores) cerrado

bajo suma y multiplicaci¶on escalar. Debe existir un elemento 0 (identidad de la suma)

denominado origen. La descripci¶on usual de los elementos de un espacio vectorial es a

partir de coordenadas respecto de una base.

Ejemplo: En R3 la base usual es E3 = fe1;e2; e3g, con

e1 =

264 10
0

375 ;e2 =
264 01
0

375 ; e3 =
264 00
1

375 :

El vector v =

264 23
4

375 se representa directamente como
264 23
4

375
dado que v = 2e1 + 3e2 + 4e3.

El m¶odulo o longitud de un vector es su norma-2:

k v k=
q
v21 + v

2
2 + ¢ ¢ ¢+ v2l :

El producto escalar o interno de dos vectores es

v ¢ w = v1w1 + v2w2 + ¢ ¢ ¢+ vlwl:

(v es de 1 £ l y w es de l £ 1. Entonces esta de¯nici¶on coincide con el producto de
matrices).

Es tambi¶en ¶util la identidad

v ¢ w =k v kk w k cos(µ);

donde µ es el ¶angulo entre ambos vectores.

El producto vectorial de dos vectores es

v £ w =

264 (v2w3 ¡ v3w2)(v3w1 ¡ v1w3)
(v1w2 ¡ v2w1)

375 :
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Ap¶endice B. Elementos Matem¶aticos de la Computaci¶on Gr¶a¯ca

Es tambi¶en ¶util la identidad

v £ w =k v kk w k sen(µ);
donde µ es el ¶angulo entre ambos vectores.

B.3 Transformaciones Lineales y A¯nes

Dado un espacio vectorial Rn y dos elementos (vectores) u y v de dicho espacio. En-

tonces una transformaci¶on T : Rn ! Rn se denomina lineal si se cumple que para

escalares ®; ¯ arbitrarios

T (®u+ ¯v) = ®T (u) + ¯T (v):

Es importante observar que las traslaciones no son transformaciones lineales. En parti-

cular, es f¶acil ver que una transformaci¶on arbitraria queda de¯nida por los coe¯cientes

por los que transforma a la base del espacio vectorial. Por dicha raz¶on, una transfor-

maci¶on lineal puede representarse con una matriz de n£ n, y la transformaci¶on de un
vector es el producto del mismo por dicha matriz.

Las transformaciones lineales son bien estudiadas en los cursos de matem¶atica,

no as¶³ las a¯nes, las cuales son indispensables en Computaci¶on Gr¶a¯ca. Dado un

espacio vectorial Rn y dos elementos (vectores) u y v de dicho espacio. Entonces una

transformaci¶on T : Rn ! Rn se denomina af¶³n si se cumple que para un escalare ®

arbitrario

T ((1¡ ®u) + ®v) = (1¡ ®)T (u) + ®T (v)
. Es importante observar que las transformaciones lineales son a¯nes pero no a la

inversa. En particular, una transformaci¶on af¶³n puede representarse como una trans-

formaci¶on lineal compuesta con una traslaci¶on (ver [42]).

La representaci¶on de una transformaci¶on af¶³n puede hacerse de dos maneras. La

primera, menos usual, es utilizar un marco af¶³n de referencia y de¯nir un sistema

de coordenadas baric¶entrico dentro de dicho marco. Por ejemplo, dos puntos P;Q

distintos de¯nen un marco af¶³n unidimensional (un subespacio), y cualquier punto

R = (1¡ ®)P + ®Q pertenece a la recta que los une. En este caso el par (1¡ ®); ® es
la coordenada baric¶entrica de R respecto del marco af¶ii n P;Q. El concepto de marco

af¶³n puede extenderse a cualquier espacio Eucl¶³deo. Una transformaci¶on lineal en un

marco af¶³n representa, entonces, una transformaci¶on af¶³n en un espacio lineal.

La seguna manera de representar transformaciones a¯nes, la usual en Computaci¶on

Gr¶a¯ca, consiste en recorrer el camino inverso, es decir, encontrar un superespacio lineal
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B.3. Transformaciones Lineales y A¯nes

S, del cual nuestro espacio usual E es un espacio af¶³n. Entonces, las transformaciones

lineales en S ser¶an transformaciones a¯nes en E. S debe ser, entonces, un espacio de una

dimensi¶on mayor que E, obtenido por homogenizaci¶on. El proceso est¶a detalladamente

descripto en la Subsecci¶on 3.2.2 del texto.
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Ap¶endice B. Elementos Matem¶aticos de la Computaci¶on Gr¶a¯ca
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