Lenguajes funcionales: A-calculo

A-calculo (Church 1933)

> Calculo para el estudio formal del comportamiento
de las funciones

- Sintaxis: A—expresiones

- Reglas de reduccion de A—expresiones
> Método matematico simple y consistente

> Es un Modelo Computacional: “todas las funciones
computables son expresables en el A-cdlculo”
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* A-calculo y programaciéon funcional

Los lenguajes funcionales modernos (Haskell, Miranda)
son enriquecimientos (no triviales) del A-céalculo con
tipos.

Caracteristicas provenientes del A-cdlculo:

> Funciones como ciudadanos de primera clase
* Funciones de orden superior (currificacion)
* Funciones anénimas (A-notacion)

> Semantica operacional

* Evaluacion de expresiones (funcionales) por reduccién
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Caracteristicas provenientes del A-calculo con tipos:
> Tipado fuerte
> Inferencia de tipos

> Polimorfismo

Implementacion:

El A-célculo puede usarse como lenguaje intermedio en

el proceso de implementacion de un lenguaje funcional:

Haskell
| traduccion a cédigo intermedio
A-célculo
| implementacion
codigo
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El lenguaje del A-calculo (sin tipos)

* Sintaxis:
<expresion> ::=
<variable> | XV, .,5Lg.
<constante> | 0,1, true, +,...
A<variable>.<expresion> A-abstraccion
<expresion> <expresion> aplicacion

* Convenios sintacticos:
— “aplicacion” mas prioritaria que “A-abstraccion”
Ej: Ax.xy significa Ax.(xy) yno (Ax.X)y
— “aplicacion” asociativa a izquierdas
Ej: xyz significa (xy)z yno x(yz)
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* Funciones predefinidas:

Hemos definido el A-calculo con constantes:

Ejemplos de A-expresiones

1. Ax.+x1 “la funcién de x que suma a x el nimero 17
nimeros y operaciones aritméticas, 2. AXAy.+xy funcion “suma” (curry)
booleanos y conectivos logicos, 3. Ax.true funcion de x que devuelve true
operaciones sobre listas (cons, head, tail), ... 4. M. Ax f(fx) funcion “doble”
razonable a efectos practicos, PERO 5. (A Ay.+xy) 1 aplicacion parcial de “suma” a 1
podriamos haber definido el A-calculo puro (sin <constante>) ya 6. (A Ay.+xy)13 aplicacion de “suma”a 1y 3
que cada constante se puede definir mediante una A-abstraccion.
. - 7. (Ay.+1y)
Ej: true = Ax. Ay. x 8. (M. Ax. f(fx)) (Ay. + 1)
e Currificacion: 9. AMAX f(fx))(Ay.+1y)6
Consideramos la A-abstraccion con un Ginico argumento > ;Qué expresiones son las tres tltimas?
Ej: AX( XXy e € = AXe AXpe o Xy 0 € »  (Como se escriben todas ellas en Haskell?
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» Aplicacion: aspecto computacional de las funciones Ejemplos:
funcion argum. * (Ax.+x2)6 > 62 2 3

——

Ax.e) € - e [e’/ x]
parametro bc\uerpo sereduce a  resultado
formal

“El resultado de aplicar una A-abstraccion a un argumento es
una instancia del cuerpo obtenida al sustituir las apariciones
(libres) del parametro formal por el argumento”.

> Necesitamos definir formalmente la operacion de sustitucion
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AX.Ay. +Xy)62 = (Ay.¥6y)2 = +62 = 3

A AX. fX) (Ay. ¥y 2)6
2> Ax.Ay.Ty2)x)6
2> (Ay.*y2)6
2> 62
2> 3

Ejercicio: Reducir la A-expresion  (Ax. (Ax. +(=x 1)) x 3) 9
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(Ay.

Sustitucion: el problema de la “captura del nombre”

so6lo se sustituyen apariciones libres de y:
(Ay. y(u(Ay. uy))) (Ax. x a) >
y(uAy. uy)) [Ax. xa /y] =(Ax.x a) (u(Ay. uy))

captura de nombre:

e e’

—

Aa.ay)(Ax.xa) = (Aa.ay)[Ax.xa /y]#Aa.a(Ax.xa)

Problema: a libre en e’ ha quedado capturada por Aa de e
Solucion: aplicar a-conversion (Aa.ay =Ab. b y) de forma que
(Aa.ay)[Ax.xa /y]=(Ab.by) [Ax.xa /y] =Ab.b (Ax. x a)
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Variables libres en A-expresiones
Lib(e) = conjunto de variables libres (al menos 1 aparicion) en e

* Lib(x) = {x} (x var)

* Lib(c) = {} (c cte)

* Lib(Ax.e)=Lib(e) \ {x} (\ diferencia de conjs.)
» Lib(e, e,) = Lib(e,) O Lib(e,)

Ejemplo: Lib( (Ax. Ay. y X) (Az. z X) X) ) = {x}

apar. ligadas apar. libres

En (Aa.ay)[Ax.xa /y] lacaptura de nombre se dio porque
alJLib(Ax. x a) y ademas
y[Lib(a y)
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La operacion de Sustitucion

e [e’/ y] = sustitucion de (todas las apariciones libres) de y por e’ en e

x[e'y]=%x, six#y
yle'lyl=¢
cle’lyl=c (c cte)
(o1 &) [/y] = (e, [y D)(e, [e’/y])
(Ax. e) [e’y]

= Ax.e

Ax. (e [e’/y])

(Az. (e [z/x])) [e/y]

aplicada a-reduccion: (Ax. e) =» Az. (e [z/x]) con var nueva z

SIX=Yy
si x #y U (xULib(e’)U y[ILib(e))
six #y Ox[Lib(e”) OylLib(e)

(renombramos X por z)
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Reglas de reduccion de expresiones

(Ax.e) e’ > ee’/x]

-reduccion:

B-redex (con a-reduccion si necesario)
edge’ sii e’ se obtiene reduciendo una subexpresion
de e que es un B-redex
e > e sii existen ey, €,, ..., €,_; (n>0) tales que
e Ppe, Pp€
O-reduccion:  reduccion para las constantes predefinidas
(+, +, if-then-else, head, tail, ....)
Ejs.: 54251 =5(62)D5-53>;2

iftrue then e else ¢’ P 5e tail(cons e e’) d5¢e’
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Forma normal de una A-expresion

La forma normal de una expresion e es otra expresion €’ tal que
e DUe’ (con = siendo D6 P5) y
e’ no tiene ningn B-redex 6 &-redex.

es decir, € es el resultado final del computo de e

No toda expresion tiene forma normal: “hay computaciones
que no terminan” (Ax. X X) (AX. X X)

La forma normal (si existe) es unica (mddulo a-conversion):
“todos los computos de e que terminan obtienen el mismo
resultado”

Ax. fx) (Ay.gy)a) = f(Ay.gy)a) => f(ga)
Ax. fx) ((Ay.gy)a) = (Ax.fx)(ga) = f(ga)
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*  Ordenes (o estrategias) de reduccion
Orden Aplicativo

*  “leftmost innermost” redex

» Trata de reducir los argumentos antes de aplicar la funcion
= Evaluacion impaciente

*  Puede no encontrar la forma normal de una expresion:

(Ax. z) (AX. x X) (AX. x X)) DT (AX. 2) (AX. X X) (AX. X X))

Orden Normal

= “leftmost outermost” redex

» Trata de reducir la funcion sin reducir los argumentos

»  Evaluacion perezosa (O.N + no repeticiones)

»  Siempre obtiene la forma normal de una expresion (si existe)

(Ax.2) (AX. X X) (AX. X X)) = z
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SEMANTICA OPERACIONAL del A-calculo

» Dasignificado a las A-expresiones en base a como se opera
con ellas

»  Un programa funcional (por ejemplo en Haskell) junto con la
expresion a evaluar (algoritmo + input) puede ser
representado por (o traducido a) una A-expresion e

= Computacién: consiste en reducir e hasta su forma normal

La semantica operacional se basa en dos conceptos:

Reglas de reduccion: B-reduccion (con a-reduccion implicita
en la sustitucion) y d-reduccion

Orden de reduccion: orden normal

( En la evaluacion perezosa de Haskell 2 “reduccion de grafos™ )
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SEMANTICA DENOTACIONAL del A-calculo

Dominios sintacticos:

W: Pro programas

E: Exp A-expresiones

V: Var variables

C: Cte constantes predefinidas

Reglas de produccidn abstractas:
Y:=E
E:=V|C|E E,|A\V.E

Dominios semanticos:

d:D D = dominio de valores (incluye funciones : D — D)
0:S=Var - D valoracion de variables
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Funciones semanticas:
M:Pro - D
E: Exp - (S - D)

Ecuaciones semanticas:
MI|W]I=E|[Y]| o, siendo 0y : Var - D
V » [

E|[[V]lo=0o[[ V]|
E|[[C]lo=C
E|[E E)]lo=(E[E]lo) (E|E.]| o)
(aplicacion de una funcion [JD a un argumento [ID)

E|[AZVE]|lo= f{;:D - D definida como
fr(d)=E| E]|(o[d/V]), paratodo d[ID
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Ejercicio
Dar el significado denotacional del siguiente programa funcional:
Y = (Ax.Ay. x) (Au. 3) (Az. 2)

Solucidn:
Sea 0,: V > [ (valoracion inicial)
M WI=E[[W]lop=
(E [(xAy. x) (Au. 3)]| 6) (E [[ Az. 2] o) =
((E [ AxAy. x 11 G) (B [[ Au. 311 09) (E [[ Az 211 6g) = (*)
Ahora veamos cada parte:
» E|Az.z]|oy=ident:D - D
siendo ident (d) = E |[ z ]| (O,[d/z])
= (oJd/z]) [ 2]
=d
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* E|[Au.3]/oy=tres:D - D

siendo tres (d) = E |[ 3]| (gg[d/u]) =3
» E|Ax.Ay.x]|0y= prim:D - D

siendo prim (d) = E |[ Ay. x ]| (g,[d/x])
Entonces:

(*) = (prim tres) ident = (E |[ Ay. x ]| (O[tres/x])) ident = (**)
Ahora bien:
= E|Ay.x]|(oytres/x])= f:D - D
siendo f(d) =E |[ x]| ((oy[tres/x])[d/y])
= (Oqltres/<DId/y]) Il x 1| = tres

Entonces: (**)=1f ident = tres

y M| W]|=tres siendo tres(d) =3
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PODER EXPRESIVO del A-calculo

El A-célculo permite expresar todas las funciones computables.
=  Valores booleanos y condicional:
true = Ax.Ay.x false = Ax.Ay.y
ifbthenececlsee’=bee’
*  Los nimeros naturales (numerales de Church):
0 =AfAx.x
n = AAxA(f(....(f x)...)) --connf’s
suc = AX.Ay.AZy(X y z)
» Similarmente, se pueden dar A-expresiones para las tuplas
y sus proyecciones, las listas y sus operaciones, etc.

Ejercicio: Demostrar que if true then e else e’ -)DB e yque
suc k > k+1
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La recursion y el operador Y

La recursion se expresa mediante el operador de punto fijo Y.

Para toda A-expresion e existe otra e’ tal que e e’=p €’
(teorema del punto fijo), siendo =g la relacion de
equivalencia generada por €5

El operador (o combinador) de punto fijo

Y = AM.(Ax.f (x X))(Ax.f (X X))

expresable en el A-calculo, obtiene el menor punto fijo de
cualquier A-expresion e, es decir: e(Ye)=gY e

El significado de una funcion recursiva f es el menor punto
fijo de un funcional F, y por tanto se expresa como Y F
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Ejemplo: Definicion de la funcion recursiva “factorial”

(Como expresar la funcion factorial mediante una A-expresion

Fact? Debera verificar la ecuacion:
Fact =5 Ax. if x =0 then 1 else x UFact (x-1)
o equivalentemente:
Fact =5 (Mf.Ax. if x = 0 then 1 else x Uf (x-1)) Fact
es decir, Fact es el (menor) punto fijo del funcional F:
AMAX. if x =0 then 1 else x [If (x-1)

Por tanto puede expresarse como Y F:

Fact = Y (Af.Ax. if x =0 then 1 else x Of (x-1))
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