Tema 5: Introduccion a la Teoria de la
Computabilidad

= Maquinas de Turing

= Implementacion de tipos de datos en una MT.
= Problema de Parada

= Tesis de Church-Turing

OBJETIVOS:
= Utilizacion de la maquina de Turing como modelo computacional

= Comprension de la existencia de limites intrinsecos a los
procesos computacionales

Maquinas de Turing (MT)

MT es similar a un Autémata de Turing pero ahora NO HAY ESTADOS FINALES

Componentes fisicos

Componentes logicos

= Elementos

Unidad de Proceso

Conjunto de estados Q

Fuente de entrada

Alfabeto de entrada =

Memoria

Alfabeto de cinta I' con 0
y con el simbolo blanco ()

= Elementos distinguidos para la inicializacion:

= Ciclo-maquina:

Definicion formal:

qo0Q estado inicial

Consultas
Estado actual
Simbolo de cinta

Acciones
Modificacién de la cinta
Cambio de estado (escribir)
Mover cabeza lectora:
derecha (R) o izquierda (L)

M=(Q %, qy)con 6:QxTI ->QxT x{R, L}

Funcionamiento de la Maquina de Turing

Configuracion: ~ (u, q,v) OM*xQ x*

Movimientos: (con s,t,XOr u,wdTr*)
(ut, p, sw) — (utX, q, w) siysolosi &p,s)=(q, X, R)
(ut, p, sw) — (u, g, tXw) siysolosi &(p,s) =(q, X, L)

Cémputo: Sucesion de movimientos desde la configuracion inicial
Configuracion inicial: (g, qg, z;0J Z,00 z300...00 ) con z, 0% * (1< i< k), k=1.
Configuracién final: La configuracion obtenida al parar la maquina.

Resultado (del computo):
= Si(up v(vj) es la configuracion final y w = vXz con vO*, XOr-2 , zOT*
el resultado del computo es v.

v es la palabra leida desde /a casilla sefialada por la cabeza lectora hacia
la derecha, formada Unicamente por simbolos del alfabeto de entrada.

= Si no hay configuracion final, el resultado es indefinido (diverge)

Ejemplo de maquina de Turing

Maquina que recibe un nimero en binario (cadena no-vacia de 0's y 1's)
y devuelve el siguiente nimero binario (es decir, le suma 1).

M = ({inicio, g-1, g-0, final}, {0, 1}, {0, 1, 0}, §, inicio )

5 0 1 O
inicio R R (g-1, 00, L)
g-1 (g-0, 1, L) (g-1,0,L) (final, 1, L)
g-0 L L (final, O, R)
final - - R




Ejemplo. Configuracion inicial

Blanco, simbolo de cinta

F\D\D\D\D\D\D\llo\' [ o]~

Simbolos del alfabeto de entrada

Cabeza lectora-escritora

» inicio
final Q estados

Ejemplo de computo

*u—‘—‘J—LlTL—\—‘—‘JDDDDDD‘OIID* <« [ololalalalal 1 fodr |1 [al >

(1, inicio, 011)

(Q, inicio, 1011) el ol

<[o[alajajajaf itfo |1 {1 [Q] >
< [0[alajalgjaf tjo |1 |1 Q>

P> inicio

(10, inicio, 11) (101, inicio, 1) final ? ol

-0

< [alalajalalal ife [ 1l < [olojajajajaftjo ] il >

(1011, inicio, Q) ol (101, g-1, 1)

Ejemplo de computo (sigue)

Q[a(a|a|alaj tfo L1 to [Q

T
P> inicio

final  —p gl

-0

(101 g-1, 10 )

Q[a[ajaalaj 1jolo (o [Q

T
P inicio

final  — g1

-0

(11 g-ll 000)

(Q, g-0, 01100)

DDDDQ?IIOOD < alajajajajalgdr fofo QO

DDDDEI 1jofo [0

>1|uuu
final

(Q, g-0, 1100 )

La maquina se para, dando
como resultado: 1100

(Q, final, 1100 )

Funciones Computables

= Las maquinas de Turing pueden computar funciones (totales o parciales).

= Una funcién parcial esta indefinida para algunos argumentos, para ellos
la maquina de Turing debe diverger.

= Para el resto de argumentos, la maquina debe dar como resultado de
computo: el resultado de la funcidn sobre dichos argumentos.

= Una funcién f se dice que es Turing-computable si existe una maquina de
Turing que la computa.

M computa la funcién f:3* - > >* si:
f(x)=z = (§9y,% I—* conf. final con resultado z
f(x) = indefinida < (g, q,, %) I——* o (M diverge, no para)




Ejemplo
Sea f:2* - > Z* con Z={a, b}, definida:
€ si u contiene a
f(u) =
1 en caso contrario

Una MT para calcular f es M =({q,,q,}, {a.b}, {a,b,0}, 8, ;) con & definida:

o a
Yo (9, &, R) R R
a1 R R -

Ejemplo: Maquina para invertir

Método: escribir a la izquierda de la entrada x, de forma que la salida
sea xR#tksiendo k =|x| y I ={a, b}.

La funcion f(x) = xR es Turing-computable.

6 a b O #
do @ # L) | (@ # L) | (ot L) R
s L L (s a, R) L
ap L L (G b, R) L
0. R R - 9y, #, R)
Ao L L (e O,R) L
(o}
10

Ejemplo: Maquina para concatenar xey

= Maétodo: eliminar el blanco que separa los dos argumentos x e y,
moviendo los simbolos de y un lugar hacia la izquierda. = = {a, b}.

= La funcidén f(x,y) = x.y es Turing-computable.

o a b O

o R R (9,00.R)
dy (G 5, 1) | (@ O, L) | (@,0.L)
da - - (4 & R)
A - - (0o b.R)
d;, - - (95,0.0)
Ao L L (@ 0, R)
de
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Diagramas de Maquinas de Turing

Diagramas: son grafos cuyos nodos son MTs y los arcos que los unen
pueden venir etiquetados con simbolos de cinta.

Dadas dos MT: M1=(Q1,%,T,98,q,) v M2=(Q2,%T,9d,q,)

Concatenacion: M1 - M2

Representa una nueva maquina M que comienza realizando los mismos
movimientos que la maquina M1 y cuando M1 se para, comienza con los
movimientos de M2 (con la cabeza lectora donde esta y estado inicial g,)

a
Concatenacién condicionada: M1 - M2
Representa una nueva maquina M que comienza realizando los mismos
movimientos que la maquina M1 y cuando cuando M1 para, si la casilla
sefalada (por la cabeza lectora) contiene el simbolo a, comienza con los
movimientos de M2.

12




Diagramas de Maquinas de Turing

= Iteracién: I\/ID a

Representa una nueva maquina M’ que comienza realizando los
mismos movimientos que la maquina M y cuando M para, si la
casilla senalada (por la cabeza lectora) contiene el simbolo a,
comienza de nuevo M, y asi sucesivamente.

Maquinas de Turing basicas, sobre ¥= {a,b,c}

a b c O
S (START) Estd parada %
El b c [m}

R (RIGHT) Se mueve
una posicion a la derecha 9 |(a.aR) |(a,bR) |(a,cR) | (9, OR)

a;
L (LEFT) Se mueve una a b c )
posicion a la izquierda 9 [(@ab) |(@bb) |(@el) | (@, 0L

9, - o - -
Pa (alr) (PRINT a) a b c =
Escrive el simboloa yla % | (@aR) | (@aR) | @.aR) @y, a,R)
cabeza-lectora apuntaa 4, | (L) | (G@bL) | (gcl) (a,0,L)
dicho simbolo a,
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Maquinas de Turing que distinguen casos Maquinas de Turing que buscan el simbolo a
L.*: hacia la izquierda desde la = R,": hacia la derecha desde la
M10F - M2 MF - M1 casilla en la que esta (incluida) casilla en la que estd (incluida)
bl zal
a #a Zza
M3 M2 S L) S R )
Uso de la maquina S para el comienzo:
SCIf - M1 L, *: desde la casilla izquierda = R,*: desde la casilla derecha
£al de la casilla en la que esta da la casilla en la que esta
a
#
M2 L) R D :
15 16




Maquinas de Turing que buscan los extremos

= E (End): busca el primer blanco a partir del cual hacia la
derecha la cinta esta vacia (cuando hay dos blancos seguidos)

* ]
R, R L
‘ﬁ/
[m]

= B (Begin): busca el primer blanco a partir del cual hacia la
izquierda la cinta esta vacia
m]

R

L,—L

Z0
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MT que abre un hueco a la derecha

l 3 R — Pal—> L —»A
R Pa, L
H (Hole): Pe » E L
aaR —> Pan—> L —»
a, R— Pa,—» L PEI
S

Pa14> N

Pa, L

Pan—p L —

Pg

PanHL—»

MT que elimina el contenido de
una casilla, sin dejar hueco

D (Delete) :

Implementacion de tipos de datos

Estudiaremos:
= La funcién siguiente que permite enumerar las palabras de un alfabeto
= Implementacion de los nimeros naturales y sus operaciones

= Implementacion del tipo de datos “pila” y sus operaciones.

De manera similar se puede implementar cualquier tipo de datos.

20




La funcidon siguiente (sig)

La funcion siguiente sobre distintos X

Y ={a} > ={ab} Y ={ab.c} >={0.1}
Nos permite establecer un orden entre las palabras que se forman a W,
. € € € €
partir de un alfabeto % ={a,,a,, ..., a,}
w, a a a 0
Es Turing-computable o aa b b !
W, aaa aa c 00
b 01
Se define inductivamente: o e 2 =
sig(e) = a Wy aaaaa ba ab 10
9 1 W aaaaaa bb ac 11
. Wea,, i<n w, aaaaaaa aaa ba 000
eq.) =
sig(wea;) sigw)ea, i=n Wy aaaaaaaa aab bb 001
W, aaaaaaaaa aba bc 010
Wi aaaaaaaaaa abb ca 011
21 22
La funcion siguiente es computable Implementacion del tipo de datos NAT
N r=1{a} 2 ={ab} r={ab.c} > ={0.1}
Maquina de Turing, sobre == {a,b,c}, que computa siguiente : 0 € € € €
1 a a a 0
O Pa 2 aa b b 1
*
R . LA Pob— L,—R 3 aaa aa c 00
O B
N. PC/ 4 aaaa ab aa 01
c 5 aaaaa ba ab 10
Pa 6 aaaaaa bb ac 11
7 aaaaaaa aaa ba 000
8 aaaaaaaa aab bb 001
9 aaaaaaaaa aba bc 010
10 aaaaaaaaaa abb ca 011
24
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Implementando las operaciones de NAT

Maquinas de Turing, sobre = {a,b,c}, que computan las operaciones

e sucesores igual a siguiente

ey
c [
e predecesor o anterior : R*D — L Po— L, R
N‘ /
Pa
a
Pc
o-R
o suma : S
z0

+ + +
Mant — R, —R— Mg —L; — L, —R
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Implementacion del tipo de datos PILA

Supongamos las pilas (de elementos de un cierto tipo) representadas:

o pila vacia | D‘D‘-‘D‘D‘ |
?

o pila| a
aba [olo]-[a[-[al[bla] - [0]0 |
o pila
: L ofol-[a[-[-[a[bla]-[5]o |
aba i
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Implementando las operaciones de PILA

EJERCICIO Implementar las operaciones del tipo de datos PILA

apilar: Z9x Pila - Pila desapilar: Pila - Pila cima: Pila - 3"
Ejemplo: apilar (aa,| a |) = | aa
aba a
aba

La maquina de Turing que implementa esta operacion debe trasformar:

o baos: | olojalalo]-laf-[a[b[a]-[0]0 |

o Resutado: [ 0[] -aTa-Jal- [alo]a[-[o][0 ]

?

27

Implementando las operaciones de PILA

Ejemplo:
aa a
desapilar (| @ |) =
aba aba
aa
cma ([ @ |) = aa
aba

Estas operaciones son parciales (indefinidas sobre la pila vacia) =
las maquinas correspondientes deben no parar sobre la pila vacia.
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Codificacién de maquinas de Turing

Cada maquina de Turing se puede codificar con una caden  a binaria.

Dada M = ({q1, 92, ..., gk}, {0, 1}, ', &, g1). Asignamos a cada elemento
de la maquina un nimero entero positivo:

Estados: q1 - 1 Simbolos ' = {X1, X2, ..., Xj}: X1=0 -1

g2 - 2 X2=1 -2
X3=0-3
gk - k

X -]

Sentido del movimiento {S1, S2,S3}; S1=L -1
S2=R -2

Funcién de transicién:  &(qi, Xj) = (gk, Xp, Sm) — 0'10i10k10r10™

Codigo completo de la maquina de Turing M:  C,11C,11...C,_, 11C,
donde cada C, representa la codificacion de una de las transiciones

Ejemplo de codificacién de una MT

Sea M= ({qy, 95, g3 }, {0, 1}, {0, 1, O}, &, q;). Con la funcién de transicion &:
19 (qll 1) = (q3l Ol R)
1 (q3l 0) = (qll 1! R)
19 (q3l 1) = (qZI Ol R)
19 (q3lD) =(q3l 11 L)

0=X1,1=X2,0=X3
L=S1,R=52

Codificacion de las transiciones:

3 (ay,1) = (93,0,R) 3 (qy,X2) = (95,X1,52) 0110210310102 > 0100100010100

5 (a3,0) = (a,1,R) & (gs,X1) = (q,,X2,52) 0310110102102 > 0001010100100

8 (a3,1) = (a,,0,R) &(g3,X2) = (a, X1,52) 0310210210102 > 00010010010100
8 (q3,0) = (95,1,L) 3 (g3,X3) = (q5,X2,51) 0310310310210' > 0001000100010010

Una de las codificaciones posibles para M es:
01001000101001100010101001001100010010010100110001000100010010

(Podemos variar el orden de las cuatro transiciones, por lo que tenemos 4!=24
codificaciones diferentes para esta maquina de Turing)

29 30
T4 14 - -
Enumeracion de maquinas de Turing Problema de parada
o . . o La funcién de parada Halt (x) = 0 My conentrada x para
o Cada maquina de Turing se puede codificar con una cadena binaria y no es Turing-computable. € My con entrada x no para
a cada cadena binaria le corresponde un nimero (entero positivo).
Por lo tanto: _ _ Demostracion:
a cada maquina de Turing le corresponde un nimero Por reduccidn al absurdo. Supongamos que existe una maquina M que computa la
funcion Halt. Construimos con ella una nueva maquina de la siguiente forma:
o A cada namero le corresponde una cadena binaria y a cada cadena )
binaria le corresponde una maquina de Turing (si asociamos a las M R La maquina construida tendra un cédigo e.
cadenas que no son coédigos adecuados la maquina S). O Es, por tanto, la maquina M,
Por lo tanto:
a cada numero le asociamos una maquina de Turing s
) ) ¢Qué ocurre si la maquina M, recibe como entrada su propio cddigo?
o Entonces, se tiene la correspondencia:
Si Halt(e) = 0 = M devuelve 0 = M, no para = Halt(e) = ¢ 4
nameroi € - magquina M, Si Halt(e) = e = M devuelve e = M, para = Halt(e) =0 % iAbsurdo!
Conclusion: No existe una maquina M que compute la funcion Halt.
32
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La paradoja del barbero

VO_ afeito q
quienes no s
{\afeitan o <
J mismos, Y
Solaments o
€stos,

La famosa paradoja del barbero
fue propuesta por Bertrand Rus-
sell. Si en la luna de la peluque-
ria vemos el cartel de la vifieta.
¢(quién afeita al barbero?

De afeitarse &l a si mismo forma-
ria parte del conjunto de hom-
bres que se afeitan a sf mismos.
Su anuncio dice que &l nunca
afeita a miembros de tal conjun-
to. Por tanto. el barbero no pue-
de afeitarse a si mismo.

Si ofra persona afeita al figaro,
€l no se afeita a si mismo. Pero
su anuncio dice que él s{afeita a
todos estos hombres. Por consi-
guiente, no es ofra persona
quien rasura al barbero. {Parece
como si nadie pudiera afeitarle!

Tesis de Church-Turing

La Tesis de Church-Turing:
Todo sistema de computacion es A LO SUMO TAN POTENTE como las
maquinas de Turing

Esta afirmacion vale para modelos pasados, presentes y futuros.
No puede ser demostrada, pero podria ser refutada.
Su corolario es muy importante:

Si una funcion no es Turing-computable, NO EXISTE UNA SOLUCION
(O ALGORITMO) para la misma en ningin sistema de computacion.
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Otras formalizaciones equivalentes Principios de la Informatica Teorica
, Las operaciones primitivas imprescindibles en un sistema computacional son
= A-calculo A. Church 1935 muy pocas. La mayor parte de las utilidades suministradas por los lenguajes de
. . i fluas.
= Funciones recursivas S. Kleene 1935 programacion son supertiuas
P . . Todos los sistemas computacionales son equivalentes y sirven para solucionar
= Maquinas de Turing A. Turing 1936 exactamente los mismos problemas, aunque pueden diferenciarse en la
= MAgquinas de Post E. Post 1936 facilidad que presentan para resolverlos.
= Sistemas de Thue A. Thue 1912 Hay problemas que ninglin programa puede resolver. La mayor parte de ellos
estan relacionados con la propia Informatica y disciplinas afines.
= Cadenas de Markov A. Markov 1947
El comportamiento de los programas es esencialmente imprevisible. En
= Maquinas de registros N. Cutland 1962 general, los problemas dependientes de su ejecucion no tienen solucion.
= Programas légicos J. W. Lloyd 1970 Los problemas computables tienen asociados costes intrinsecos que ningln
] . programa que los resuelva puede soslayar.
= Programas-while A.J. Kfouri, 1982
R.N. Moll, M.A. Arbib Las leyes de la Informatica no son susceptibles de cambiar mediante avances
tecnoldgicos en el futuro.
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